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Summary of the Dissertation
Depth perception is a very significant and important aspect of human perception. In
particular for a person participating in traffic, his or her ability to recognize depth
differences is of great importance to their safety as it facilitates assessing the distances
to other vehicles or pedestrians. Moreover in many sports a good depth perception is a
considerable advantage. Thus, for example, the distance between a ball and the net can
be estimated properly. Beyond its significance in everyday life, in the age of 3D movies
the topic is of great interest.
For students interested in mathematics or biology this topic is rich in content. In the
present thesis the topic is made accessible to students with varying background and
prior knowledge.
The aim of this work is to create authentic learning material which can be applied in
schools and first semester courses in college. The material builds on everyday experi-
ence, draws on present curricular knowledge, expands and deepens this knowledge,
and is relevant in the field of biology.
The work is divided into three parts, which can be read separately. The first part
deals with experiments on depth perception. The aim is to measure an individual’s
depth perception. As a first result, subjects create an initial set of data, which shows
an s-shaped curve when charted into a coordinate system. For the evaluation of the
experiments, the data is fitted with a logistic function. The parameters of the fitted curve
provide a threshold from which a measure of the depth perception can be calculated.
The data fit is performed on different levels, thus readers with little mathematical
knowledge as well as readers who have advanced mathematical knowledge from
secondary school can carry out the experiments. A new computer program has been
written for conducting the experiments and analysing the data. In addition, worksheets
and interactive applets have been created that contribute to the understanding of the
data analysis.
The second part deals with the geometry of depth perception, with the goal to esta-
blish a model of binocular depth perception and analyze it. There are two different
approaches to the model analysis, which require different amounts of prior knowledge
of the reader. On the one hand, the model is analyzed experimentally by means of
interactive applets on the basis of a dynamic geometry system. On the other hand,
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fundamental formulas and mapping rules are derived by which the model is investiga-
ted analytically. Finally, it is shown how appropriate approximation methods greatly
simplify the equations and formulas.
The third part provides readily usable educational material in the form of a guided
program („Leitprogramm“). It features topics from the first two parts of the work
adequately edited for direct application in class.
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Kurzfassung der Dissertation
Die Tiefenwahrnehmung ist ein sehr bedeutender und wichtiger Aspekt der Wahrneh-
mung. Besonders im Straßenverkehr ist die Fähigkeit, Tiefenunterschiede zu erkennen,
von sehr großer Bedeutung, um beispielsweise Entfernungen von anderen Fahrzeugen
oder Fußgängern richtig einschätzen zu können. Auch im Zusammenhang mit vielen
Sportarten ist eine gute Tiefenwahrnehmungsfähigkeit von erheblichem Vorteil, damit
zum Beispiel der Abstand eines Balls zum Netz richtig eingeschätzt werden kann.
Neben der Wichtigkeit von Tiefenwahrnehmung im Alltag, ist das Thema im Zeitalter
der 3D-Filme ohnehin von großem Interesse.
Dieses gehaltvolle Thema soll für mathematisch und biologisch interessierte Schüler
und Studenten, die unterschiedlich viel Vorwissen mitbringen, didaktisch aufbereitet
werden. Ziel dieser Arbeit ist es, authentisches und sowohl für die Schule als auch
für Anfangssemester in der Hochschule geeignetes Lehrmaterial zu liefern, welches
das Alltagsleben der Schüler und Studenten direkt tangiert, auf vorhandenem Schul-
wissen aufbaut, dieses erweitert und vertieft und zudem auch für die Biologie als
Naturwissenschaft relevant ist.
Die Arbeit ist in drei Teile unterteilt, die jeweils getrennt voneinander gelesen werden
können. Der erste Teil beschäftigt sich mit Experimenten zur Tiefenwahrnehmung. Ziel
dabei ist es, die individuelle Tiefenwahrnehmungsfähigkeit zu messen. Als Ergebnis
erhalten Versuchspersonen zunächst eine Reihe von Messdaten, die einen s-förmigen
Verlauf aufweisen, wenn sie in einem Koordinatensystem abgetragen werden. Für die
Auswertung der Experimente werden die Daten mittels einer logistischen Funktion
gefittet. Die Anpassung der Kurve an die Datenpunkte liefert einen Schwellenwert,
aus dem sich eine Maßzahl für die Tiefenwahrnehmungsfähigkeit berechnen lässt. Der
Datenfit erfolgt auf unterschiedlichen Schwierigkeitsstufen, sodass einerseits Leser mit
wenig mathematischen Vorkenntnissen einen Zugang zu den Experimenten erlangen
können und andererseits Leser, die über ausreichende mathematische Kenntnisse
aus der Sekundarstufe II verfügen, gefordert werden. Für die Durchführung der
Experimente und Analyse der Daten wurde ein Computerprogramm von Grund auf
neu entwickelt. Zusätzlich wurden Worksheets und interaktive Applets erstellt, die
zum Verständnis der Datenauswertung beitragen.
Der zweite Teil der Arbeit behandelt die Geometrie zur Tiefenwahrnehmung, mit
dem Ziel, das binokulare Tiefensehen anhand eines Modells zu beschreiben und an-
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schließend zu analysieren. Es werden zwei verschiedene Zugänge zur Modellanalyse
vorgestellt, welche unterschiedlich viel Vorwissen beim Leser voraussetzen. Einerseits
wird das Modell experimentell anhand von interaktiven Applets analysiert, die mit-
tels eines dynamischen Geometriesystems entwickelt wurden. Andererseits werden
wichtige Formeln und Abbildungsvorschriften hergeleitet, anhand derer das Modell
mathematisch analysiert wird. Schließlich wird gezeigt, wie durch geeignete Appro-
ximationsmethoden die Abbildungsgleichungen und Formeln vereinfacht werden
können.
Der dritte Teil der Arbeit stellt konkretes Unterrichtsmaterial in Form eines Leitpro-
gramms dar, welches ausgewählte Inhalte aus den ersten beiden Teilen der Arbeit
exemplarisch in umsetzungsfähige Unterrichtseinheiten eingliedert.
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In der Zielsetzung und Gewichtung des Mathematikunterrichtes hat sich in den
letzten Jahren eine deutliche Verschiebung zu Gunsten von Anwendungsbezug und
Modellierung ergeben.
In Nordrhein-Westfalen gilt Modellierung in der Sekundarstufe I als eine von vier
prozessbezogenen Kompetenzen. Aufgabe des Mathematikunterrichts in der Sekun-
darstufe I soll es sein, „Erscheinungen aus der Natur [...] mit Hilfe der Mathematik
wahrzunehmen und zu verstehen“.1 Reale Probleme in geeigneter Weise mathematisch
zu beschreiben, also Modelle zu bilden und zu nutzen, wird sogar der mathematischen
Grundbildung zugeordnet. Dabei sollen Schüler Realsituationen in mathematische
Modelle übersetzen und die gewonnenen Lösungen bezüglich der realen Situation
prüfen, interpretieren, bewerten und ggf. verändern.2 Auch in der Sekundarstufe II
ist Modellierung fest im Lehrplan integriert. Der Modellierungsprozess wird hier
als zentrale Idee beschrieben.3 Schüler sollen mathematische Modelle kennenlernen,
entwickeln und verwenden. Dadurch sollen sie ein Verständnis dafür entwickeln,
welche Rolle die Mathematik bei der Analyse und Lösung von Sachproblemen spielt.
Zudem liegt ein gewichtiger Beitrag des Mathematikunterrichts zur Studierfähigkeit
darin, Sachverhalte aus anderen Bereichen durch mathematische Modellierung zu
beschreiben.4
Die Bedeutung der Modellierung für die mathematische Bildung ist auch in den Lehr-
plänen anderer Bundesländer wiederzufinden. In Sachsen beispielsweise sollen Schüler
in der Jahrgangsstufe 8 das mathematische Modellieren als „universelle Methode“ ken-
nenlernen.5 Weiter sollen die Schüler in der Jahrgangsstufe 10 Modelle des logistischen
Wachstums kennen, Messdaten graphisch veranschaulichen und das Modell analytisch
beschreiben können.6 Auch in den Jahrgangsstufen 11 und 12 ist Modellierung von
inner- und außer-mathematischen Problemen sowohl im Grund- als auch im Leistungs-
kurs ein fester Bestandteil.7 Auch in Hessen spielt die Modellierung eine wichtige
1Vgl. Ministerium für Schule und Weiterbildung des Landes Nordrhein-Westfalen (2007) S. 11.
2Vgl. Ministerium für Schule und Weiterbildung des Landes Nordrhein-Westfalen (2007) S. 11 f.
3Vgl. Ministerium für Schule und Weiterbildung des Landes Nordrhein-Westfalen (1999) S. 6.
4Vgl. Ministerium für Schule und Weiterbildung des Landes Nordrhein-Westfalen (1999) S. 11 f.
5Vgl. Sächsisches Staatsinstitut für Bildung und Schulentwicklung (2004) S. 21.
6Vgl. Sächsisches Staatsinstitut für Bildung und Schulentwicklung (2004) S. 32.
7Vgl. Sächsisches Staatsinstitut für Bildung und Schulentwicklung (2004) S. 33.
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Rolle. Schüler sollen die Mathematik “als Hilfe zum Verstehen der Umwelt“ nutzen
und die wesentlichen Aspekte mit einem Modell darstellen.8 In der Sekundarstufe II
sollen Schüler das mathematische Modellieren als Werkzeug erfahren.9
Insgesamt kann man mit Sicherheit sagen, dass fachübergreifende Fragestellungen, die
anhand von mathematischen Modellen analysiert und beantwortet werden können, im
Mathematikunterricht in Deutschland eine entscheidende Rolle spielen. Damit einher
geht die Aufgabenstellung, Lehreinheiten in authentischen und aktuell relevanten
Themenfeldern zu entwickeln, die auf vorhandenem Schulwissen aufbauen, dieses
erweitern und vertiefen können und zudem den Anforderungen an den Unterricht
genügen.
Andererseits stellt sich an den Hochschulen in der Mathematikausbildung etwa in den
Naturwissenschaften das Problem, insbesondere den Studienanfängern die Rolle und
Funktion der Mathematik als Hilfsdisziplin und Werkzeug begreiflich zu machen.
Die vorliegende Arbeit beschäftigt sich mit dem physiologischen und neurobiologi-
schen Thema „Tiefenwahrnehmung“, das in das übergeordnete Themenfeld „visu-
elle Wahrnehmung“ einzuordnen ist. Das Tiefensehen ist ein sehr bedeutender und
wichtiger Aspekt der Wahrnehmung. Für den Straßenverkehr ist die Fähigkeit, Tie-
fenunterschiede wahrzunehmen, von besonders großer Bedeutung. Sie hilft bei der
Erkennung und Einschätzung von Abständen im Nahbereich, beispielsweise bei der
Entfernungsabschätzung eines Fußgängers, der gerade die Straße betritt oder bei der
Entfernungsabschätzung eines annähernden Fahrzeugs aus einer Seitenstraße. Weiter
spielt die Tiefenwahrnehmung auch im Zusammenhang mit vielen Sportarten eine
wichtige Rolle, um zum Beispiel beim Volleyball die Entfernung eines Balls vom Netz
richtig einschätzen zu können, beim Fußball den Abstand zum Tor beurteilen zu
können, oder beim Skifahren Abstände zu anderen Personen richtig abschätzen zu
können, um zum Beispiel ein Zusammenstoßen zu vermeiden. Neben dieser Bedeu-
tung von Tiefenwahrnehmung im Alltag, ist das Thema im Zeitalter der 3D-Filme
von großem Interesse. Wo sich zuerst nur einzelne Kinos mit einer 3D-Technologie
aufgerüstet haben, gibt es mittlerweile in fast jeder größeren Stadt mindestens ein Kino,
in dem ausgewählte Filme auch dreidimensional gesehen werden können. Auch 3D-
Fernsehgeräte sind auf dem Vormarsch und kommen immer mehr in die heimischen
Wohnzimmer.
Insgesamt stellt das Thema also nicht nur einen authentischen Anwendungsbereich
der Mathematik in der Naturwissenschaft dar, sondern berührt das Alltagsleben der
Schüler und Studenten in vielerlei Hinsicht. Ziel dieser Arbeit ist es, authentisches
und sowohl für die Schule als auch für Anfangssemester in der Hochschule geeig-
netes Lehrmaterial zu liefern, das den Anforderungen aus dem Lehrplan gerecht
wird, das Alltagsleben der Schüler und Studenten direkt tangiert und auch für die
8Vgl. Hessisches Kultusministerium (2010) S. 2.
9Vgl. Hessisches Kultusministerium (2010) S. 4.
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Biologie als Naturwissenschaft relevant ist. Dazu wird das Thema „Tiefenwahrneh-
mung“ didaktisch aufbereitet und für Schüler und Studenten zugänglich gemacht. Es
wurden zahlreiche Applets und Experimente entwickelt, die ein interaktives Lernen
ermöglichen und somit zum Verständnis beitragen. In der Arbeit werden verschiedene
Zugänge zur Tiefenwahrnehmung auf unterschiedlichem Niveau vorgestellt.
Die Arbeit ist in drei Teile unterteilt, die jeweils getrennt voneinander gelesen werden
können. Der erste Teil beschäftigt sich mit Experimenten zur Tiefenwahrnehmung.
Zunächst werden einige Hintergrundinformationen zur Entstehung von Tiefenwahr-
nehmung geliefert. Anschließend werden logistische Funktionen eingeführt, die für
die Auswertung der Versuchsergebnisse von zentraler Bedeutung sind. Zum Schluss
werden zwei Experimente beschrieben, die Schüler und Studenten eigenständig am
Computer durchführen können, mit dem Ziel, ihre individuelle Tiefenwahrnehmungs-
fähigkeit zu messen. Neben einer detaillierten Versuchsanleitung erfolgt auch eine
Auswertung und Analyse der Ergebnisse.
Der zweite Teil der Arbeit behandelt die Geometrie zur Tiefenwahrnehmung. Zunächst
werden die physikalischen und physiologischen Grundlagen zum Sehen erläutert.
Darauf basierend wird ein Modell zur binokularen Tiefenwahrnehmung entwickelt.
Anhand des Modells werden anschließend einige interessante Aspekte der Tiefen-
wahrnehmung konstruktiv und experimentell mit Hilfe eines dynamischen Geome-
triesystems betrachtet. Es folgt eine mathematische Beschreibung und Analyse des
Modells, einschließlich der Herleitung wichtiger Formeln. Schließlich wird gezeigt, wie
durch geeignete Approximationsmethoden die Abbildungsgleichungen und Formeln
vereinfacht werden können.
Der dritte Teil der Arbeit stellt konkretes Unterrichtsmaterial in Form eines Leitpro-
gramms dar, welches ausgewählte Inhalte aus den ersten beiden Teilen der Arbeit
exemplarisch in umsetzungsfähige Unterrichtseinheiten eingliedert.
An einigen Stellen finden sich Abschnitte, welche mit einem „*“ gekennzeichnet
sind. Diese Abschnitte dienen als Zusatz und sollen Fragen beantworten, die in dem
jeweiligen Kontext von Interesse sein könnten, jedoch für das Verständnis der weiteren
Arbeit nicht notwendig sind. Eilige Leser können diese Abschnitte ohne Weiteres
auslassen.
Die Arbeit richtet sich zum einen an Biologie-Studenten, sowie an Schüler der Se-
kundarstufe I und II, die ein gewisses Interesse an der Mathematik und der Biologie
mitbringen und zum anderen an Lehrende an Schule und Hochschule, die an mo-
tivierendem, authentischem und fachübergreifendem Lehrmaterial im Bereich der
Mathematik und Biologie interessiert sind. Für Mathematik-Lehrende und mathema-
tisch interessierte Schüler aus der Sekundarstufe II sind alle drei Teile der Arbeit
interessant. Die ersten beiden Teile liefern das notwendige Wissen und der dritte Teil
dient dem unmittelbarem Einsatz im Unterricht. Für Biologie-Lehrende und Biologie-
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Studenten sind vor allem die Experimente zur Tiefenwahrnehmung interessant. Schü-
ler aus der Sekundarstufe I haben nicht zu allen Inhalten der Arbeit das notwendige
mathematische Grundwissen. Für diese kann die Durchführung der Experimente im
ersten Teil als Motivation dienen. Die Art und Weise der Datenauswertung erfordert
jedoch mathematische Grundkenntnisse aus der Sekundarstufe II. Im zweiten Teil
ist die Modellbildung und die experimentelle Modellanalyse auch für Schüler der
Sekundarstufe I geeignet. Das Unterrichtsmaterial aus Teil III ist dagegen nur für Leser,
die gewisse mathematische Grundkenntnisse aus der Sekundarstufe II mitbringen. Die
Grundkenntnisse, die für einzelne Abschnitte notwendig sind, werden in der Übersicht
zu den jeweiligen Teilen der Arbeit spezifiziert. Hier finden sich auch genaue Angaben
dazu, welche Kapitel für welchen Personenkreis geeignet sind.
In Anhang A werden Erfahrungen und die Umsetzung in Schülergruppen beschrieben,
an denen die Inhalte der Arbeit im Rahmen eines Schülerworkshops erprobt und
reflektiert wurden.
In Anhang B finden sich einige Materialien, die speziell für die Umsetzung des Themas
im Unterricht entwickelt wurden und für die eigenständige Auseinandersetzung mit
dem Thema nützlich sind. Anhang B.1 beinhaltet spezielle Programme für die Umset-
zung der Versuche zum Tiefensehen. Anhang B.2 liefert eine Übersicht über Applets,
die mit Hilfe eines dynamischen Geometriesystem entwickelt wurden. Sie ermöglichen
ein interaktives Lernen sowohl für den ersten als auch für den zweiten Teil der Arbeit.
Anhang B.3 gibt eine Übersicht über Worksheets, die mit dem Computeralgebrasystem
Maple erstellt wurden und bei einigen mathematischen Teilgebieten aus dem ersten
Teil der Arbeit zum Einsatz kommen. In Anhang B.4 finden sich weitere Applets und
Materialien, die zum Verständnis beitragen. Da die Materialien integrativer Bestandteil
der Arbeit sind, ist es empfehlenswert, diese eigenständig anhand der beigefügten CD
zu erproben. Eine Einordnung der interaktiven Materialien zu den passenden Inhalten
der Arbeit kann dem Anhang entnommen werden, ist aber auch aus dem jeweiligen
Kontext der Arbeit ersichtlich.
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Experimente zum Tiefensehen
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Übersicht zu Teil I
In diesem Teil der Arbeit werden zwei Experimente zum Tiefensehen vorgestellt, die
Schüler und Studenten eigenständig am Computer durchführen können. Ziel bei den
Experimenten ist es, die individuelle Tiefenwahrnehmungsfähigkeit zu messen. Als
Ergebnis erhalten die Versuchspersonen zunächst lediglich eine Reihe von Messdaten,
die einen s-förmigen Verlauf aufweisen, wenn sie in einem Koordinatensystem abgetra-
gen werden. An diese Daten soll nun der Graph einer geeigneten Funktion angepasst
werden. Die Anpassung der Kurve an die Datenpunkte, auch Datenfit genannt, liefert
einen Schwellenwert, aus dem sich eine Maßzahl für die Tiefenwahrnehmungsfähigkeit
berechnen lässt.
Um die Experimente und die Auswertung und Analyse der Versuchsdaten zu verstehen,
müssen vorab einige Hintergründe zur Tiefenwahrnehmung und zu logistischen Funk-
tionen, die üblicherweise für einen solchen Datenfit herangezogen werden, erläutert
werden.
Der erste Teil umfasst insgesamt vier Kapitel. Das erste Kapitel liefert die notwendigen
Hintergrundinformationen zum Tiefensehen. Genauer wird hier auf die Entstehung
von Tiefenwahrnehmung eingegangen. Zunächst werden zwei verschiedene Arten von
Tiefensehen erläutert. Dies ist zum einen diejenige Wahrnehmung von Tiefe, die auch
mit einem Auge möglich ist und zum anderen die Tiefenwahrnehmung, die auf der
Tatsache beruht, dass der Mensch zwei Augen besitzt. Diese zweite Art der Tiefenwahr-
nehmung ist daher nur mit Hilfe beider Augen möglich. Basierend auf der beidäugigen
Tiefenwahrnehmung, wird anschließend darauf eingegangen, wie scheinbar ein Tiefen-
eindruck erzeugt werden kann. Die Entstehung scheinbarer Tiefe ist von besonderem
Interesse, da die Experimente zur Messung der Tiefenwahrnehmungsfähigkeit am
Computer, also auf einer ebenen Fläche, durchgeführt werden und dafür gesorgt wer-
den muss, dass auf dem ebenen Bildschirm eine Tiefe wahrgenommen werden kann.
Nach der Theorie zur Erzeugung künstlicher Tiefenunterschiede wird abschließend
auf ein spezielles Verfahren zur Erzeugung scheinbarer Tiefe eingegangen, welches in
den Experimenten Anwendung findet.
Im zweiten Kapitel werden die notwendigen Grundlagen zu logistischen Funktionen
eingeführt, die für die Auswertung und die Analyse der erhobenen Versuchsdaten von
großer Bedeutung sind. Nach der theoretischen Einführung der Grundlagen, wird auf
die Parameter von logistischen Funktionen eingegangen. Anhand von Beispieldaten
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werden diese interpretiert. Im Anschluss daran werden in einem Zusatzabschnitt,
der mit einem „*“ gekennzeichnet ist, einige Ergänzungen angeführt. Dabei werden
logistische Funktionen aus psychologischer Sicht betrachtet und die Frage diskutiert,
warum sich logistische Funktionen in der Praxis besonders gut für einen Datenfit
eignen.
Das dritte Kapitel beschreibt das erste Experiment zur Tiefenwahrnehmung, mit
dem die individuelle Tiefenwahrnehmungsfähigkeit gemessen werden kann. Für die
Durchführung wurde ein spezielles Computerprogramm entwickelt, mit dessen Hil-
fe der Anwender durch das gesamte Experiment geleitet wird. Zunächst wird die
Funktionsweise des Programms ausführlich erklärt und der konkrete Versuchsablauf
beschrieben. Anschließend folgt die Auswertung und Analyse der Versuchsergebnisse.
Dabei werden verschiedene Ansätze vorgestellt. Der Einsatz von Worksheets eines
Computeralgebrasystems und der Einsatz von Applets, die mit Hilfe eines dynami-
schen Geometriesystems erstellt wurden, tragen an dieser Stelle zum Verständnis
bei.
Das vierte Kapitel stellt das zweite Experiment zum Tiefensehen vor. Da die beiden
Experimente viele Parallelen aufweisen, ist dieses Kapitel sehr kurz gefasst. Nach
einer Beschreibung des Experiments folgt die Auswertung und Analyse anhand eines
Beispieldatensatzes.
Dieser Teil der Arbeit richtet sich vor allem an drei Personengruppen. Der erste
Personenkreis umfasst Lehrende an Schule und Hochschule aus dem Bereich der
Mathematik oder Biologie, die an authentischem und fachübergreifendem Lehrma-
terial interessiert sind. Zur zweiten Personengruppe gehören interessierte Biologie-
und Mathematikstudenten und interessierte Schüler der Sekundarstufe II. Der dritte
Personenkreis beinhaltet mathematisch oder biologisch Interessierte, die über ausrei-
chend mathematische Kenntnisse verfügen und Personen, die etwas über ihre eigene
Tiefenwahrnehmungsfähigkeit erfahren möchten.
Leseanleitung
Besonders für Leser aus dem dritten Personenkreis und eilige Leser sind nicht alle
Abschnitte für das Verständnis der Experimente zum Tiefensehen notwendig. Ist der
Leser lediglich daran interessiert, ein Experiment durchzuführen, um somit seine
eigene Tiefenwahrnehmungsfähigkeit zu messen, genügen die Abschnitte 3.1 und
3.2, in denen ein Experiment und der konkrete Versuchsablauf erläutert werden. Die
Durchführung des Experiments nach der „Schritt-für-Schritt“- Anweisung aus Ab-
schnitt 3.2 kann beispielsweise als Motivation für die Untersuchung scheinbarer Tiefe
dienen, die im zweiten Teil dieser Arbeit thematisiert wird. Der Leser erfährt jedoch
keine Hintergründe zum Messverfahren und zur Auswertung der Versuchsdaten.
Diese werden in den ersten beiden Kapiteln angeführt. Das erste Kapitel behandelt
Grundlagen zum Messverfahren der Experimente zur Tiefenwahrnehmung. Es wer-
den keine mathematischen Vorkenntnisse vorausgesetzt, sodass das ganze Kapitel
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für alle Personengruppen problemlos lesbar ist. Im zweiten Kapitel werden in Ab-
schnitt 2.1 und 2.2 die notwendigen Grundlagen zur Auswertung der Versuchsdaten
angeführt. Mathematische Vorkenntnisse, die zum Verständnis notwendig sind, sind
Grundkenntnisse zur Wahrscheinlichkeitsrechnung, Kurvendiskussion, unter anderem
Ableitungsregeln, Monotoniekriterien, Bestimmung von Extrema und Wendestellen
sowie Grenzwertbetrachtung. Weiter sind Kenntnisse über die Exponentialfunktion not-
wendig. Gründliche Leser können im „*“-Abschnitt 2.3 zusätzliche Informationen aus
psychologischer Sicht erfahren. Kenntnisse über Verteilungsfunktionen insbesondere
über die Verteilungsfunktion der Normalverteilung sind für diesen Abschnitt nützlich.
Wie bereits erwähnt, richten sich die ersten beiden Abschnitte des dritten Kapitels
an alle Leser, die eigenständig ein Experiment zur Tiefenwahrnehmung durchführen
wollen und etwas über ihre individuelle Tiefenwahrnehmungsfähigkeit erfahren möch-
ten. Für den dritten Abschnitt, in dem näher auf die Auswertung der Versuchsdaten
eingegangen wird, sind mathematische Vorkenntnisse über die Methode der kleinsten
Fehlerquadrate und Vorkenntnisse zu zweidimensionalen Funktionen hilfreich. Weiter
erfordert der Einsatz von fertigen Worksheets den Umgang mit dem Computeralgebra-
system Maple. Abschnitt 3.4 und 3.5 erläutern einen alternativen Datenfit, für den das
Anwenden des Logarithmus notwendig ist. Diese Abschnitte sind für die Auswertung
der Versuchsdaten nicht notwendig und können von sehr eiligen Lesern ausgelassen
werden. Das vierte Kapitel richtet sich an Leser, die an einem weiteren Experiment zur
Tiefenwahrnehmung interessiert sind. Bezüglich der Biologie sind für den gesamten
Teil dieser Arbeit keine Vorkenntnisse erforderlich.
23
Übersicht zu Teil I
24
Kapitel Eins
Tiefenwahrnehmung
Dieses Kapitel liefert einige Hintergrundinformationen zum Tiefensehen. Im Wesentli-
chen unterscheiden wir zwischen zwei verschiedenen Arten der Tiefenwahrnehmung:
dem monokularen und dem binokularen Tiefensehen. Im ersten Abschnitt werden wir
zunächst beide Arten näher erläutern. Im Anschluss daran gehen wir auf scheinbare
Tiefenunterschiede ein. Dabei wird beschrieben, wie der Eindruck räumlicher Tiefe
künstlich erzeugt werden kann. Im dritten Abschnitt lernen wir ein Verfahren kennen,
wie an einem Bildschirm ein scheinbarer Tiefeneindruck hervorgerufen werden kann.
Dieses Kapitel behandelt lediglich die wesentlichen, für diesen Teil der Arbeit relevan-
ten Basisinformationen zum Tiefensehen. Eine detaillierte Beschreibung zur binokula-
ren Tiefenwahrnehmung und zur Entstehung scheinbarer Tiefenunterschiede kann im
zweiten Teil in Kapitel 8 nachgelesen werden.
§ 1.1
Arten der Tiefenwahrnehmung
Der räumliche Tiefeneindruck ist zum einen bedingt durch monokulare Signale, d.h.
durch Signale, die mit nur einem Auge erfasst werden können, und zum anderen
durch binokulare Signale, d.h. durch Signale, die nur mit Hilfe beider Augen erfasst
werden können.
1.1.1 Monokulare Tiefenwahrnehmung
Bei der monokularen Tiefenwahrnehmung basiert die Abschätzung räumlicher Tiefe
auf Erscheinungen wie zum Beispiel Größenunterschiede bekannter Objekte, Schärfe
oder Verdeckungen von Objekten.1
1Vgl. Schmidt und Thews (1997) S. 302.
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Erscheint beispielsweise ein Tennisball in unterschiedlichen Größen, wie in Abbildung
1.12 dargestellt wird, so wird der größte Tennisball am nahesten empfunden und der
kleinste Ball wird am weitesten weg empfunden.
Abbildung 1.1: Drei Tennisbälle verschiedener Größe.
Weiter werden Details von näher gelegenen Objekten schärfer gesehen als Details von
entfernteren Objekten. Bezüglich der Verdeckung kann festgehalten werden: Wenn ein
Objekt A einen Teil von einem anderen Objekt B verdeckt, so wird A vor B gesehen.
Der Vollständigkeit halber werden nachfolgend weitere Erscheinungen aufgelistet, die
eine monokulare Tiefenwahrnehmung auslösen. Für eine detaillierte Erklärung wird
auf Diepes (1979) S. 13 ff. verwiesen.
• Geometrische Perspektive
• Beziehung zwischen Netzhautbildgröße und Größenvorstellung
• Lage der Objektpunkte im Bild
• Verteilung von Licht und Schatten
• Bewegungsparallaxe
• Luftperspektive
• Konvergenzimpuls
• Akkommodationsimpuls
Diese monokularen Tiefenhinweise, die bereits mit nur einem Auge wahrgenommen
werden können, beruhen auf Erfahrung3 und sind daher nicht exakt messbar und
fehleranfällig.
Ist zum Beispiel die Größe eines Gegenstandes unbekannt, so kann man sich bei
der Bestimmung der gegenseitigen Lage des Gegenstandes zu einem anderen mittels
2Bildquelle: TB S. 16.
3Vgl. Kebeck (1994) S. 60.
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monokularen Hinweisen stark verschätzen.4 Die binokulare Abstandsschätzung zweier
Gegenstände ist hingegen viel genauer.
1.1.2 Binokulare Tiefenwahrnehmung
Die binokulare Tiefenwahrnehmung kommt dadurch zustande, dass sich die beiden
Augen an verschiedenen Positionen am Kopf befinden. Dadurch wird ein Punkt aus
zwei unterschiedlichen Blickwinkeln betrachtet und es entstehen zwei unterschiedliche
Bilder im linken und rechten Auge, wie Abbildung 1.25 verdeutlicht. In (a) wird die
Sicht des linken Auges auf ein an der Wand hängendes Bild gezeigt, wobei der linke
und rechte Zeigefinger als Bildbegrenzung eingesetzt werden. In (b) dagegen wird
die Sicht des rechten Auges dargestellt. Es ist deutlich zu erkennen, dass das Bild im
jeweiligen Auge verschieden ist.6
(a) Sichtweise mit dem linken Auge. (b) Sichtweise mit dem rechten Auge.
Abbildung 1.2: Verschiedene Sichtweisen der Augen.
Aus dem Grad der Verschiedenheit der beiden pro Auge wahrgenommenen Ein-
zelbilder kann das Gehirn Rückschlüsse über die Tiefe gewinnen und es kann ein
dreidimensionales Bild rekonstruiert werden. Ein Maß für die Fähigkeit zur Erkennung
von Tiefenunterschieden mittels der unterschiedlichen perspektivischen Abbildungen
in beiden Augen ist die Disparität. Diese Größe spielt bei den Experimenten zur Tie-
fenwahrnehmung eine wichtige Rolle. Je kleiner dieser Wert ist, desto besser ist die
Tiefenwahrnehmungsfähigkeit. Bei optimalen Bedingungen liegt die Disparität bei
Geübten bei 2 Winkelsekunden.7 Weitere Informationen zum Tiefensehen aufgrund
von Disparitäten kann im zweiten Teil in Kapitel 6 nachgelesen werden.
4Vgl. I.D.Artamonow (2006) S. 18.
5Bildquelle: TB S. 26.
6Dieses Phänomen kann man schnell nachvollziehen, wenn man die beiden Zeigefinger, wie in der
Skizze vor den Augen positioniert und abwechselnd jeweils ein Auge schließt.
7Vgl. Harmening (2007).
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§ 1.2
Scheinbare Tiefe bei binokularer Tiefenwahrnehmung
Neben der Wahrnehmung echter räumlicher Tiefe, gibt es auch die Möglichkeit, einen
Tiefeneindruck künstlich zu erzeugen. Im 3D-Kino beispielsweise sind alle Filmszenen
auf einer zweidimensionalen Leinwand abgebildet. Trotzdem sieht der Kinobesucher
mit Hilfe einer entsprechenden 3D-Brille den Film dreidimensional.
Um einen scheinbaren Tiefenunterschied zweier Punkte, die den gleichen Abstand
zum Betrachter haben, hervorzurufen, müssen die beiden pro Auge wahrgenomme-
nen Einzelbilder manipuliert werden. Dazu müssen die beiden Bilder getrennt und
gegeneinander verschoben werden. Abbildung 1.3 visualisiert, wie eine scheinbare
Tiefe durch die Trennung der beiden Einzelbilder hervorgerufen werden kann. Das
linke Auge sieht den roten, aber nicht den blauen Punkt. Analog sieht das rechte Auge
nur den blauen, aber nicht den roten Punkt. Das Gehirn verschmilzt diese Punkte
miteinander und der verschmolzene Punkt wird entweder hinter der Bildschirmebene
wahrgenommen, wie in der Abbildung links und in der Mitte dargestellt ist, oder
vor der Bildschirmebene wahrgenommen, wie das rechte Bild zeigt. Je weiter dabei
die Punkte auseinander liegen, desto größer ist auch die wahrgenommene Tiefe.8 Der
Punktabstand kann nicht beliebig groß gewählt werden, da das Gehirn sonst nicht in
der Lage ist, die Punkte miteinander zu verschmelzen.
Mehr Detailinformationen zur Entstehung scheinbarer Tiefe und zum Zusammenhang
zwischen scheinbarer Tiefe und der Disparität können im zweiten Teil in Kapitel 8
nachgelesen werden.
§ 1.3
Random-Dot-Stereogramme (RDS)
In diesem Abschnitt wollen wir uns mit Random-Dot-Stereogrammen (RDS), auch
Zufallspunktdiagramme genannt, beschäftigen. Dabei handelt es sich um ein Verfahren,
mit dem erreicht werden kann, dass die Augen verschiedene Punkte sehen und das Ge-
hirn diese paarweise miteinander verschmilzt. RDS bestehen aus zwei dichten Feldern
von roten bzw. blauen, grünen oder cyan-farbigen Zufallspunkten. Eine Stereobrille,
in dem Fall eine Rot-Blau-, Rot-Grün- oder Rot-Cyan-Brille sorgt dafür, dass das eine
Auge nur die roten und das andere nur die blauen, grünen oder cyan-farbigen Punkte
sieht. Abbildung 1.4 zeigt die drei unterschiedlichen Stereobrillen.
8Im Anhang B.2 werden Geonext Applets zur Verfügung gestellt, die die Entstehung der scheinbare
Tiefe veranschaulichen.
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Abbildung 1.3: Links: Der verschmolzene Punkt wird weit hinter der Ebene wahrge-
nommen; Mitte: Der Punkt wird hinter der Ebene wahrgenommen;
rechts: Der Punkt wird vor dem Bildschirm wahrgenommen.
Abbildung 1.4: Stereobrillen.
Sind beide Punktfelder identisch, so sieht man durch die Brille ein einziges verschmol-
zenes Bild auf einer ebenen Fläche. Um scheinbare Tiefe mittels RDS zu erzeugen,
wählt man einen Bereich aus, z.B. ein Rechteck, in dem alle roten und blauen, grünen
bzw. cyan-farbigen Punkte horizontal gegeneinander verschoben sind. Die restlichen
Punkte außerhalb des Bereichs liegen an der gleichen Position. Der ausgewählte Bereich
wird nun entweder vor oder hinter dem Bildschirm wahrgenommen. Die Richtung
der Verschiebung ist dabei ausschlaggebend dafür, ob der Bereich vor oder hinter
der Bildschirmebene erscheint. Abbildung 1.5 zeigt drei Random-Dot-Stereogramme
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mit roten und blauen Punkten. In (a) wird ein RDS dargestellt, bei dem die beiden
(a) Beide Punktfelder sind identisch. (b) Horizontale Verschiebung der Punktfelder
in einem rechteckigen Bereich.
(c) Verschiebung des gesamten Punktfeldes.
Abbildung 1.5: Random-Dot-Stereogramme.
Punktfelder komplett identisch sind. Die roten und blauen Punkte liegen somit überein-
ander, sodass aufgrund ihrer Farbmischung magenta-farbige Punkte zu sehen sind. Bei
der Betrachtung des Stereogramms durch eine Rot-Blau-Brille entsteht ein Punktbild,
bei dem alle Punkte in einer Ebene liegen. (b) zeigt ein RDS mit einem in der Mitte
befindlichen rechteckigen Bereich, in dem die roten und blauen Punkte horizontal
gegeneinander verschoben sind. Dabei liegen die roten Punkte links von den blauen
Punkten. Dieses Rechteck wird bei der Betrachtung des RDS durch eine Rot-Blau-Brille
vor den restlichen Punkten wahrgenommen, sofern bei der Stereobrille das linke Bril-
lenglas das rote Brillenglas ist, wie es in der Regel der Fall ist. Sind die Punktfelder in
dem rechteckigen Bereich so verschoben, dass die roten Punkte rechts von den blauen
Punkten liegen, so wird das Rechteck hinter den restlichen Punkten wahrgenommen. In
(c) wird ein RDS abgebildet, bei dem alle Punkte gegeneinander verschoben sind. Wird
lediglich das RDS durch eine Rot-Blau-Brille betrachtet, so wird es wie das RDS aus
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(a) als ein verschmolzenes Punktbild wahrgenommen. Allerdings scheint das gesamte
Punktbild nun vor der Ebene zu liegen, in der es sich in Wirklichkeit befindet. Liegt
das RDS zum Beispiel als Foto auf einem Tisch, wird das gesamte Foto vor dem Tisch
gesehen.
Ganz entscheidend für die Tiefenwahrnehmung ist, dass das Gehirn bei der Verschmel-
zung der beiden Halbbilder paarweise zusammengehörige Punkte richtig erkennt.
Bezüglich Random-Dot-Stereogramme bedeutet dies, dass alle roten Punkte den zuge-
hörigen andersfarbigen Punkten richtig zugeordnet werden müssen, wie Abbildung
1.6 zeigt. Das linke Auge sieht die Punkte L1, L2 und L3. Das rechte Auge sieht die
zugehörigen Punkte R1, R2 und R3. Durch die Verschmelzung beider Punktbilder,
nimmt das Gehirn die drei magenta-farbigen Punkte wahr.
Abbildung 1.6: Zuordnung zusammengehöriger Punkte.
Allerdings ist diese Zuordnung nicht eindeutig. Insgesamt gibt es 3! = 6 Möglichkeiten,
wie Abbildung 1.7 visualisiert. Die Fehlzuordnungen aus (b) bis (e) führen dabei zu
einer anderen räumlichen Interpretation.
Das Phänomen, dass das Gehirn die richtigen Bildpaare im Bruchteil einer Sekunde
gefunden hat, wird als Korrespondenzproblem bezeichnet. Wie das Gehirn zusammen-
gehörige Punkte erkennt, ist allerdings noch ungeklärt.
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1 Tiefenwahrnehmung
(a) (L1,R1);(L2,R2);(L3,R3) (b) (L1,R2);(L2,R1);(L3,R3) (c) (L1,R1);(L2,R3);(L3,R2)
(d) (L1,R3);(L2,R1);(L3,R2) (e) (L1,R2);(L2,R3);(L3,R1) (f) (L1,R3);(L2,R2);(L3,R1)
Abbildung 1.7: Mögliche Zuordnungen.
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Kapitel Zwei
Logistische Funktionen
In Kapitel 3 und 4 werden wir zwei Experimente zur Bestimmung der Tiefenwahrneh-
mungsfähigkeit kennenlernen. Für die Auswertung und Analyse der Versuchsdaten,
die wir mittels der Experimente erhalten, sind logistische Funktionen von großer
Bedeutung. Dieses Kapitel liefert die notwendigen Grundlagen hierzu. Nach der
theoretischen Einführung der Grundlagen, folgt eine Interpretation einer logistischen
Funktion anhand von einigen Beispieldaten. Im Anschluss daran werden in einem
„*“-Abschnitt einige Ergänzungen angeführt. Dabei werden logistische Funktionen
aus psychologischer Sicht betrachtet und die Frage diskutiert, warum sich logistische
Funktionen in der Praxis besonders gut für einen Datenfit eignen.
§ 2.1
Theorie
Die nachfolgenden Ausführungen sind eine Zusammenfassung aus einem Werk von
Kebeck.1
Die beiden Experimente zur Bestimmung der Tiefenwahrnehmungsfähigkeit sind im
Bereich der Psychophysik einzuordnen. Die Psychophysik beschäftigt sich mit dem
Zusammenhang zwischen dargebotenen Reizen und den dadurch hervorgerufenen
Empfindungen. Ziel dabei ist es, eine gesetzmäßige Beschreibung dieser Zusammenhän-
ge zu finden und eine Wahrnehmungsschwelle, auch Reizschwelle oder kurz Schwelle
genannt, zu bestimmen, dass heißt, einen Minimalwert eines Reizes zu ermitteln, ab
dem eine bestimmte Wahrnehmung einsetzt.2 Anzumerken ist, dass Empfindungen an
sich und somit auch die Tiefenwahrnehmung nicht direkt messbar sind. Allerdings ist
die Stärke des Reizes, der diese Empfindung auslöst, messbar.
1Vgl. Kebeck (1994) Kapitel 10 - Psychophysische Perspektive und
Moosbrugger und Kalava (2008) S. 221 ff.
2Bezüglich der in Kapitel 3 und 4 beschriebenen Experimente zum Tiefensehen entspricht die Schwelle
der kleinsten horizontalen Verschiebung eines roten und blauen, grünen bzw. cyan-farbigen Punktes,
die bei der Versuchsperson eine Tiefenempfindung hervorruft.
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Es gibt in der Psychophysik mehrere Methoden, die Schwelle zu bestimmen. Eine
davon ist die Konstantreizmethode, bei der einem Probanden in zufälliger Reihenfolge
schwellennahe Reize mit verschiedener Stärke mehrmals dargeboten werden. Bei
jeder Darbietung soll der Proband angeben, ob er den Reiz wahrnimmt oder nicht
(Ja/Nein-Antworten). Dabei ist zu beachten, dass der gesamte getestete Bereich der
Reizintensitäten so gewählt wird, dass der schwächste Reiz nie und der stärkste Reiz
immer wahrgenommen wird. Nach den Reizdarbietungen wird die Häufigkeit, wie oft
ein Reiz erkannt wurde, gezählt.
Trägt man die so erhaltenen Daten in einem Koordinatensystem ab, bei dem die Ab-
szisse die verschiedenen Reizintensitäten und die Ordinate die relative Häufigkeit für
eine Ja-Antwort darstellen, so wäre eine erste Vermutung, dass die Daten den Verlauf
einer Treppenfunktion mit einem diskreten Übergang an der Schwelle aufweisen, wie
sie in Abbildung 2.1 dargestellt ist.
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Abbildung 2.1: Idealbild einer Schwelle.
In einem realen Experiment weisen Versuchsdaten, die mittels der Konstantreizmethode
erhoben wurden, einen s-förmigen Verlauf auf, wenn sie in einem Koordinatensys-
tem abgetragen werden, wie in Abbildung 2.2 dargestellt. Die roten Punkte stellen
die tatsächlich gemessenen Werte in einem Experiment dar. Die eingezeichnete Kur-
ve, auch Fit-Funktion genannt, ist an die Datenwerte angepasst. Die Tatsache, dass
der Übergang an der Schwelle nicht diskret verläuft, sondern inkrementell, ist auf
Störfaktoren zurückzuführen, wie beispielsweise fehlende Aufmerksamkeit oder ein
störendes Rauschen bei der Reizdarbietung. Durch die Störfaktoren wird besonders die
Wahrnehmung von schwellennahen Reizen beeinflusst. Somit werden Reize, die sich
von der Intensität nur gering von der Schwelle unterscheiden, mal wahrgenommen
und mal nicht wahrgenommen, was zur Folge hat, dass es keinen Punkt gibt, ab dem
der Reiz plötzlich eindeutig wahrgenommen wird.
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Wendepunkt
Reizschwelle
Reizintensität
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Abbildung 2.2: Tatsächlicher Verlauf möglicher Versuchswerte mit angepasster logisti-
scher Funktion.
Dass Versuchsdaten mit Hilfe einer Fit-Funktion angenähert werden, die aus einer
gewissen Klasse von Funktionen gewählt wird, hat den Vorteil, dass die Parameter
dieser Funktion interpretierbar sind, wie wir später noch feststellen werden. Die Funk-
tionenklasse, aus der die Fit-Funktion gewählt wird, hängt vom Experiment ab, mit
dem die Versuchsdaten gewonnen werden. Es gilt zu klären, welche Anforderungen
an die Funktionenklasse gestellt werden, wenn Versuchsdaten mittels der Konstantreiz-
methode erhoben werden.
Eine wichtige Voraussetzung an die Fit-Funktion ist die Monotonie, denn je größer
die Reizintensität ist, desto eher nehmen wir den dargebotenen Reiz wahr und geben
eine Ja-Antwort ab. Weiterhin ist die Funktion aus statistischen Gründen durch 0 und
1 beschränkt, denn ist die Reizintensität groß genug, so wird der Reiz zu 100 Prozent
erkannt und führt zu einer Ja-Antwort. Ist hingegen die Reizintensität viel zu klein, so
wird der Reiz nie erkannt und führt zu einer Nein-Antwort.
Aus diesen Überlegungen ergeben sich folgende Mindestanforderungen an eine Fit-
Funktion f :
• f soll streng monoton steigend sein.
• f soll nach oben beschränkt sein durch limx→∞ f (x) = 1.
• f soll nach unten beschränkt sein durch limx→−∞ f (x) = 0.
Nehmen wir zusätzlich an, dass die Funktion zweimal stetig differenzierbar ist, ergibt
sich aus den Mindestanforderungen, dass die Fit-Funktion mindestens einen Wen-
depunkt besitzt. Nach dem Zwischenwertsatz folgt weiter, dass dann die Funktion
genau eine Stelle hat, an der f (x) = 0, 5 gilt. Dieser Wert entspricht dem Median der
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Wahrscheinlichkeitsverteilung und ist von besonderem Interesse, da er Auskunft über
die Schwelle gibt. Diese wird nämlich als Reizintensität definiert, die in 50 Prozent aller
Fälle erkannt wird. Es gibt sehr viele Funktionen, die dieser zusätzlichen Annahme
genügen. Daher wird zusätzlich gefordert, dass die Fit-Funktion punktsymmetrisch
zu einem beliebigen Punkt sein soll. Da die zweimal stetig differenzierbare Funktion
durch 0 und 1 beschränkt und streng monoton ist, folgt aus der Punktsymmetrie
einerseits, dass der Median das Symmetriezentrum ist und andererseits, dass dort ein
Wendepunkt ist. Um die Funktion weiter zu vereinfachen, treffen wir die Annahme,
dass genau ein Wendepunkt existiert.
Zusammenfassend ergeben sich aus den zusätzlichen Annahmen folgende Anforde-
rungen an die Fit-Funktion:
• f soll zweimal stetig differenzierbar sein.
• f soll punktsymmetrisch zum Median sein.
• Der Median soll einziger Wendepunkt von f sein.
Das oben beschriebene Verfahren wird auch Ja/Nein-Verfahren genannt, da die Ver-
suchsperson sich lediglich entscheiden muss, ob sie den Reiz wahrgenommen hat (Ja-
Antwort) oder nicht wahrgenommen hat (Nein-Antwort).
Eine in der Psychophysik häufig verwendete Alternative zu diesem Verfahren ist
das n-Alternative Forced-Choice-Verfahren, kurz n-AFC. Bei dieser Variante hat die
Versuchsperson n Antwortmöglichkeiten zur Auswahl, wobei sie sich stets für eine
Antwort entscheiden muss, auch dann, wenn der Reiz nicht erkannt wird. Analog zum
Ja/Nein-Verfahren weisen diese empirisch gewonnenen Daten einen s-förmigen Verlauf
auf und können mit Hilfe einer ähnlich verlaufenden Fit-Funktion beschrieben werden.
Allerdings liegen der Wendepunkt, der aufgrund der angenommenen Symmetrie
mit dem Median zusammenfällt, nicht mehr bei einer Trefferwahrscheinlichkeit von
0, 5 und die untere Grenze nicht mehr bei 0, sondern müssen je nach Anzahl der
Antwortmöglichkeiten angepasst werden: Geht man beispielsweise davon aus, dass
der Proband angeben muss, welchen von zwei verschiedenen Reizen er wahrnimmt, so
liegt der untere Grenzwert der Fit-Funktion bei 0, 5. Das liegt daran, dass die Antwort
zu 50 Prozent richtig ist, wenn der Reiz aufgrund einer zu geringen Intensität zu
keiner Wahrnehmung führt und der Proband raten muss. Der Schwellenwert wird
aufgrund der Annahme, dass die Funktion symmetrisch zum Median verläuft, bei
einer Wahrscheinlichkeit von 0, 75 abgelesen.
Für n Antwortmöglichkeiten kann festgehalten werden, dass die Funktion zur Beschrei-
bung der Daten immer oberhalb der Ratewahrscheinlichkeit 1n liegt. Der Ordinaten-
Wert des Wendepunktes liegt symmetrisch zwischen der oberen Schranke 1 und der
unteren Schranke 1n . Somit wird der Schwellenwert auf der Ordinate an der Stelle
1+ 1n
2 =
n+1
2n abgelesen. Abbildung 2.3 zeigt Fit-Funktionen für das Ja/Nein-, 2-AFC-
und 8-AFC-Verfahren.
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Abbildung 2.3: Verlauf von Fit-Funktionen in Abhängigkeit von der Fragestellung.
Wir wählen als Ansatz für eine Fit-Funktion die nachstehende Funktionsvorschrift.
f (x) =
{ 1
1+e−a·(x−b) für n = 1, a > 0
1
n +
(
1− 1n
)
· 1
1+e−a·(x−b) für n > 1, a > 0
(2.1)
Interessierte Leser können später in einem Exkurs nachlesen, warum diese als Fit-
Funktion geeignet ist.
Diese Art von Funktion wird als psychometrische Funktion oder logistische Funktion
bezeichnet. Der Parameter n legt die Anzahl der Antwortmöglichkeiten fest. Mit n = 1,
also nur einer Antwortmöglichkeit, meinen wir das Ja/Nein-Verfahren. Ist n > 1, so ist
das n-AFC-Verfahren gemeint. Der Parameter b gibt die Reizintensität im Wendepunkt,
also den Schwellenwert, an. Der Parameter a erlaubt Rückschlüsse über die Steigung
der logistischen Funktion im Wendepunkt. Es gilt die Beziehung, dass je größer a ist,
desto größer auch die Steigung im Wendepunkt ist.
Exkurs:
Überprüfung der Anforderungen an eine Fit-Funktion
In diesem Exkurs wollen wir rechnerisch überprüfen, ob die logistische Funktion aus
Gleichung (2.1) die oben angeführten Mindestanforderungen und zusätzlich geforder-
ten Eigenschaften erfüllt und somit geeignet ist, um Daten zu fitten, die mittels des
Ja/Nein-Verfahrens oder des n-AFC-Verfahrens erhoben werden.
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(2.1.1) Monotonie
Die logistische Funktion aus Gleichung (2.1) ist monoton steigend. ¦
Bewei s :
Wir beweisen die Aussage zunächst für den Fall n = 1: Für die Ableitung von f gilt
mit der Quotientenregel wegen a > 0: f ′(x) = a · e−a(x−b)
(1+e−a·(x−b))2
> 0 ∀x ∈ R. Daraus
folgt, dass f für n = 1 streng monoton steigt.
Nun betrachten wir den Fall n > 1: Für die Ableitung von f gilt: f ′(x) = a
(
1− 1n
)
·
e−a(x−b)
(1+e−a·(x−b))2
> 0 ∀x ∈ R, n > 1, a > 0. Also ist f auch für n > 1 streng monoton
steigend. ¤
(2.1.2) Beschränktheit nach oben
Für die logistische Funktion aus Gleichung (2.1) gilt
lim
x→∞ f (x) = 1.
Somit ist f nach oben beschränkt durch 1. ¦
Bewei s :
Betrachten wir zunächst den Fall n = 1: Für den Grenzwert von f für x → ∞ gilt
lim
x→∞ f (x) = limx→∞
1
1+ e−a·(x−b)︸ ︷︷ ︸
→ 0 wegen a > 0
=
1
1+ 0
= 1.
Für den Fall n > 1 gilt
lim
x→∞ f (x) = limx→∞
 1n +
(
1− 1
n
)
· 1
1+ e−a·(x−b)︸ ︷︷ ︸
→ 0 wegen a > 0

=
1
n
+
(
1− 1
n
)
· 1
1+ 0
= 1.
Also ist f nach oben beschränkt durch 1. ¤
(2.1.3) Beschränktheit nach unten
Die logistische Funktion aus (2.1) ist nach unten beschränkt durch
(i) limx→−∞ f (x) = 0 für n = 1 und
(ii) limx→−∞ f (x) = 1n für n > 1. ¦
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Bewei s :
(i) n = 1: Für den Grenzwert von f für x → −∞ gilt
lim
x→−∞ f (x) = limx→−∞
1
1+ e−a·(x−b)︸ ︷︷ ︸
→ ∞ wegen a > 0
= 0.
(ii) n > 1: Für den Grenzwert von f für x → −∞ gilt
lim
x→−∞ f (x) = limx→−∞
 1n +
(
1− 1
n
)
· 1
1+ e−a·(x−b)︸ ︷︷ ︸
→ ∞ wegen a > 0
 = 1n .
Also ist f für n = 1 nach unten beschränkt durch 0 und für n > 1 nach unten
beschränkt durch 1n . ¤
(2.1.4) Differenzierbarkeit
Die logistische Funktion aus Gleichung (2.1) ist zweimal differenzierbar. ¦
Bewei s :
Da die Exponentialfunktion auf ganz R differenzierbar ist, ist auch k1 + k2 · 11+e−a·(x−b)
differenzierbar. Somit ist f differenzierbar und es gilt
f ′(x) =

a · e−a(x−b)
(1+e−a·(x−b))2
für n = 1
a
(
1− 1n
)
· e−a(x−b)
(1+e−a·(x−b))2
für n > 1
.
Mit dem gleichen Argument folgt, dass k · e−a(x−b)
(1+e−a·(x−b))2
differenzierbar ist. Also ist die
Ableitung ihrerseits ebenfalls differenzierbar. ¤
(2.1.5) Punktsymmetrie zum Median
Die logistische Funktion aus Gleichung (2.1) ist punktsymmetrisch zum Median. ¦
Bewei s :
Zu zeigen ist f (b + x)− f (b) = − f (b− x) + f (b).
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Wir zeigen die Behauptung zunächst für den Fall n = 1:
f (b + x)− f (b) = − f (b− x) + f (b)
⇔ 1
1+ e−a·(b+x−b)
− 1
2
= − 1
1+ e−a·(b−x−b)
+
1
2
⇔ 1
1+ e−ax
− 1
2
= − 1
1+ eax
+
1
2
⇔ 1
1+ e−ax
+
1
1+ eax
= 1
⇔ e
ax
1+ eax
+
1
1+ eax
= 1
⇔ 1+ e
ax
1+ eax
= 1
⇔ 1 = 1
Also ist f für n = 1 punktsymmetrisch zum Median.
Analog erhalten wir für den Fall n > 1
f (b + x)− f (b) = − f (b− x) + f (b)
⇔ 1
n
+
(
1− 1
n
)
· 1
1+ e−ax
− 1
n
− 1
2
+
1
2n
= − 1
n
−
(
1− 1
n
)
· 1
1+ eax
+
1
n
+
1
2
− 1
2n
⇔
(
1− 1
n
)
· 1
1+ e−ax
− 1+ 1
n
=
(
1− 1
n
)
· 1
1+ eax
.
Da die Beziehung 11+e−x =
1
1+e−x · e
x
ex =
ex
ex+1 gilt, folgt
eax
1+ eax
− 1
n
· e
ax
1+ eax
− 1+ 1
n
= − 1
1+ eax
+
1
n
· 1
1+ eax
⇔ 1+ e
ax
1+ eax
− 1
n
· 1+ e
ax
1+ eax
− 1+ 1
n
= 0
⇔ 0 = 0.
Somit gilt die Aussage auch für n > 1. ¤
(2.1.6) Wendepunkt
Die logistische Funktion aus Gleichung (2.1) besitzt genau einen Wendepunkt. Dieser
liegt in
(i)
(
b, 12
)
für n = 1 bzw.
(ii)
(
b, n+12n
)
für n > 1. ¦
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Bewei s :
Um zu beweisen, dass f genau einen Wendepunkt und zwar im Punkt (b, f (b)) besitzt,
reicht es zu zeigen, dass die Stelle x = b die einzige Stelle ist, für die f ′′(x) = 0 gilt
und dass an dieser Stelle ein Vorzeichenwechsel der zweiten Ableitung stattfindet.
Wir führen den Beweis nur für den Fall (ii) durch. Der Fall (i) kann analog bewie-
sen werden, indem der Term
(
1− 1n
)
bei der Berechnung der zweiten Ableitung
weggelassen wird.
Die Bestimmung des Wendepunktes erfolgt anschließend für (i) und (ii).
Wie bereits in Lemma (2.1.1) berechnet, ist die erste Ableitung gegeben durch
f ′(x) = a
(
1− 1
n
)
· e
−a(x−b)(
1+ e−a·(x−b)
)2 .
Für die zweite Ableitung gilt
f ′′(x) =
(
a
(
1− 1
n
)
· e
−a(x−b)(
1+ e−a·(x−b)
)2
)′
=
y:=−a(x−b)
a
(
1− 1
n
)
· −a · e
y (1+ ey)2 + 2a
(
e2y
)
(1+ ey)
(1+ ey)4
= a2ey
(
1− 1
n
)
· e
y − 1
(1+ ey)3
.
(a) Wir setzen f ′′(x) = 0 und erhalten
f ′′(x) = 0
⇔ a2ey
(
1− 1
n
)
· e
y − 1
(1+ ey)3
= 0.
Da a2 > 0 und n > 1 gilt, können wir die Gleichung durch a2 und
(
1− 1n
)
divi-
dieren. Weiter gilt ey > 0 für alle y, sodass die Gleichung mit (1+e
y)3
ey multipliziert
werden kann. Wir erhalten
ey = 1
⇔
y:=−a(x−b)
e−a(x−b) = 1
⇔ −a(x− b) = 0
⇔ x = b.
x = b ist also die einzige Stelle, für die die notwendige Bedingung eines Wende-
punktes erfüllt ist.
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(b) Nun überprüfen wir, ob an der Stelle x = b ein Vorzeichenwechsel der zweiten
Ableitung stattfindet.
Für x < b ist y := −a(x− b) > 0 und somit ist ey − 1 > 0. Es gilt also
f ′′(x) = a2ey
(
1− 1
n
)
︸ ︷︷ ︸
>0
·
>0︷ ︸︸ ︷
ey − 1
(1+ ey)3︸ ︷︷ ︸
>0
> 0.
Für x > b ist y < 0 und somit ist ey − 1 < 0. Es gilt also
f ′′(x) = a2ey
(
1− 1
n
)
︸ ︷︷ ︸
>0
·
<0︷ ︸︸ ︷
ey − 1
(1+ ey)3︸ ︷︷ ︸
>0
< 0.
Aus (a) und (b) folgt, dass der Punkt (b/ f (b)) einziger Wendepunkt der Funktion ist.
Für diesen gilt:
(i) Für n = 1 setzen wir die Wendestelle x = b in die Funktion f (x) = 1
1+e−a·(x−b) ein:
1
1+ e−a·(b−b)
=
1
1+ 1
=
1
2
Also hat f für n = 1 genau einen Wendepunkt in (b, 12).
(ii) Analog ergibt sich für n > 1:
1
n
+
(
1− 1
n
)
· 1
1+ e−a·(b−b)
=
1
n
+
(
1− 1
n
)
· 1
1+ 1
=
n + 1
2n
f hat also für n > 1 genau einen Wendepunkt in (b, n+12n ). ¤
Zum Schluss soll noch bewiesen werden, dass der Parameter a Rückschlüsse über die
Steigung im Wendepunkt b erlaubt.
(2.1.7) Der Parameter a
Je größer a desto größer ist die Steigung im Wendepunkt b. ¦
Bewei s :
Wie bereits hergeleitet, haben wir für die erste Ableitung von f :
f ′(x) =

a · e−a(x−b)
(1+e−a·(x−b))2
für n = 1
a
(
1− 1n
)
· e−a(x−b)
(1+e−a·(x−b))2
für n > 1
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Nun setzen wir b in die erste Ableitung von f einsetzen und erhalten
f ′(b) =
{ a
4 für n = 1
a
4 ·
(
1− 1n
)
für n > 1
.
Es ist ersichtlich, dass die Steigung f ′(b) umso größer ist, je größer der Parameter a
ist. ¤
Hiermit endet der Exkurs.
§ 2.2
Interpretation einer logistischen Funktion anhand von Beispieldaten
Nachdem wir im vorangegangenen Abschnitt die logistische Funktion kennengelernt
haben, wollen wir diese nun anhand einiger Beispieldaten für unsere Zwecke angemes-
sen interpretieren. Die empirisch gewonnenen Daten variieren in Abhängigkeit von
der Versuchsperson und von den Versuchsbedingungen. Zwar weisen die Daten, die
mit Hilfe des Ja/Nein- oder des n-AFC-Verfahrens erhoben werden, in der Regel einen
s-förmigen Verlauf auf, unterscheiden sich allerdings im Anstieg und in der Lage des
Wendepunktes.
Will man Daten mittels einer logistischen Funktion fitten, so muss diese für jeden
Datensatz den Daten angepasst werden. Dies geschieht durch Variation der Parameter a
und b. Wie bereits im vorangegangenen Abschnitt beschrieben, gibt der Parameter b den
Median der Verteilungsfunktion an, das bedeutet die Reizschwelle, und der Parameter a
erlaubt Rückschlüsse auf die Steigung im Wendepunkt, wobei die Beziehung „je größer
a, desto größer ist die Steigung im Wendepunkt“ gilt. a gibt somit die Empfindsamkeit
an, Reize mit geringer Intensitätsänderung wahrzunehmen. Ist a sehr groß, bedeutet
das, dass die Versuchsperson sehr schnell vom Zustand „nichts wahrnehmen“ in den
Zustand „alles wahrnehmen“ übergeht. Ist a dagegen sehr klein, dauert der Übergang
von „nichts wahrnehmen“ zu „alles wahrnehmen“ sehr lange.
Im Folgenden diskutieren wir verschiedene Datensätze, die anhand des Ja/Nein-
Verfahrens erhobenen wurden, mit der zugehörigen angepassten logistischen Funktion
aus Gleichung (2.1). Zunächst variiert bei der jeweiligen Fit-Funktion zu den Daten nur
der Parameter a, anschließend nur der Parameter b. Zum Schluss beschäftigen wir uns
mit Beispieldaten, deren Fit-Funktion sowohl im Parameter a als auch im Parameter b
variiert.
Abbildung 2.4 zeigt zwei logistische Funktionen, die jeweils den Datensatz eines
Probanden fitten. Die roten Punkte stellen die Daten von Proband A und die blauen
Kreuze die Daten von Proband B dar. Der Wert des Parameters a ist bei beiden Fit-
Kurven 2. Das bedeutet, dass beide Kurven den gleichen Anstieg haben. Allerdings ist
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die Kurve zur Beschreibung der Daten von Proband B um 2, 5 nach rechts verschoben.
Der Schwellenwert bei Proband A liegt bei einer Reizintensität von 3 und bei Proband B
bei 5, 5. Das bedeutet, dass der getestete Reiz bei Proband A bereits bei einer Intensität
von 3 zu einer Wahrnehmung führt, wohingegen bei Proband B erst eine Reizintensität
von 5, 5 eine Wahrnehmung auslöst. Proband A ist also bezüglich dieser getesteten
Wahrnehmungsempfindung „besser“ als Proband B.
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Abbildung 2.4: Verlauf von zwei logistischen Funktionen mit verschiedenen Werten
für den Parameter b.
Abbildung 2.5 zeigt ebenfalls zwei Datensätze mit der jeweiligen angepassten logisti-
schen Funktion. Bei diesen Datensätzen haben die zugehörigen Fit-Funktionen den
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Abbildung 2.5: Verlauf von zwei logistischen Funktionen mit verschiedenen Werten
für den Parameter a.
gleichen Wert für den Parameter b, nämlich 3. Das bedeutet, dass eine Reizintensität
von 3 bei beiden Versuchspersonen gerade noch gleichermaßen eine Wahrnehmung
hervorruft. Allerdings unterscheiden sich die beiden Graphen im Anstieg. Der Para-
meter a ist bei der Fit-Funktion von Proband A kleiner als der von Proband B. Die
Steigung im Wendepunkt der zugehörigen Fit-Funktion ist also beim Datensatz von
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Proband A kleiner als beim Datensatz von Proband B. Daher verläuft die Fit-Kurve
von Proband A auch insgesamt flacher als die von Proband B. Das bedeutet, dass
kleine Änderungen der Reizintensität bei Proband A einen geringeren Effekt haben als
bei Proband B. Proband A wird beispielsweise zwischen den Reizintensitäten 3 und
3, 5 kaum einen Unterschied in der Wahrnehmung feststellen, wohingegen Proband
B einen Reiz der Intensität 3, 5 zu fast 90 Prozent wahrnimmt im Vergleich zu nur 50
Prozent bei einer Reizdarbietung der Intensität 3.
In den meisten Fällen unterscheiden sich die Fit-Funktionen zu zwei verschiedenen
Datensätzen sowohl im Anstieg als auch in der Lage des Wendepunktes. Abbildung
2.6 zeigt zwei solcher Datensätze. Um jeweils eine logistische Funktion optimal an die
beiden Datensätze anzupassen, erhält man sowohl für den Parameter a als auch für
den Parameter b unterschiedliche Werte.
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Abbildung 2.6: Verlauf von zwei logistischen Funktionen mit verschiedenen Werten
für die Parameter a und b.
§ 2.3
Ergänzungen*
In diesem Abschnitt werden für interessierte Leser einige Ergänzungen zu logistischen
Funktionen angeführt, die jedoch für die Auswertung der Versuchsdaten zu den Expe-
rimenten aus Kapitel 3 und 4 nicht notwendig sind. Zum einen wird die Verwendung
der logistischen Funktion als Fit-Funktion aus psychologischer Sicht betrachtet. Zum
anderen wollen wir die Frage klären, warum Daten in der Praxis meistens mit einer
logistischen Funktion und nicht beispielsweise mit der kumulativen Normalverteilung,
deren Funktionsgraph ebenfalls einen s-förmigen Verlauf annimmt, gefittet werden.
45
2 Logistische Funktionen
2.3.1 Latent-Trait-Modelle
Die nachfolgenden Ausführungen sind eine Zusammenfassung aus dem Buch „Test-
theorie und Fragebogenkonstruktion“ von Moosbrugger und Kalava.3
Um Persönlichkeitsmerkmale mit Hilfe von Experimenten messen zu können, ist eine
geeignete Testtheorie notwendig. Sie beschreibt den Zusammenhang zwischen einem
zu erfassenden Merkmal und dem Testverhalten eines Probanden. Zwei Testtheori-
en können im Wesentlichen unterschieden werden: die klassische Testtheorie (KTT)
und die Item-Response-Theorie (IRT). In ihren zugrundeliegenden Modellannahmen
unterscheiden sich die beiden Theorien deutlich.
Auf die klassische Testtheorie wollen wir an dieser Stelle nicht weiter eingehen, da
die in dieser Arbeit später beschriebenen Experimente zur visuellen Wahrnehmung
in den Bereich der IRT einzuordnen sind. Für Interessierte verweise ich auf das Buch
„Testtheorien und Fragebogenkonstruktion“von Moosbrugger und Kalava.4
Genau genommen ist die IRT keine einzelne Theorie, sondern umfasst eine Familie
von mathematischen, formalen Messmodellen, welche die grundsätzliche Annahme
aufstellen, dass dem beobachtbaren Testverhalten eine Eigenschaft oder Fähigkeit
zugrunde liegt, die das Testverhalten steuert. Eine Untergruppe der IRT-Messmodelle
sind Latent-Trait-Modelle, welche in der psychologischen Diagnostik gegenwärtig und
am gebräuchlichsten sind. Wie in allen Testmodellen ist es bei Latent-Trait-Modellen
das Ziel, bestimmte Items5 zu untersuchen, die gewisse Rückschlüsse auf eine Persön-
lichkeitseigenschaft erlauben. In der Testtheorie bezeichnet man die zu untersuchende
Persönlichkeitseigenschaft auch mit Trait. Dies könnte beispielsweise die Fähigkeit
einer Person sein, wie gut diese Tiefenunterschiede erkennen kann. Annahmen über
die Beziehung zwischen dem Antwortverhalten auf ein Item und der Ausprägung
einer bestimmten Persönlichkeitseigenschaft werden bei Latent-Trait-Modellen mittels
einer mathematischen Funktion, der so genannten itemcharakteristischen Funktion
(IC-Funktion), festgelegt. Die IC-Funktion gibt an, mit welcher Wahrscheinlichkeit in
Abhängigkeit von der Ausprägung der Persönlichkeitseigenschaft ein Proband ein
bestimmtes Item richtig lösen wird.
Für die mathematische Beschreibung der IC-Funktionen werden folgende Bezeichnun-
gen eingeführt:
• i bezeichne ein bestimmtes Item i.
• v bezeichne einen bestimmten Probanden v.
• P(xvi = 1) bezeichne die Wahrscheinlichkeit, dass Proband v das Item i richtig
löst.
3Vgl. Moosbrugger und Kalava (2008) S. 221 ff.
4Moosbrugger und Kalava (2008) S. 100-111.
5Mit Item wird hier eine Aufgabe in einem Test oder Experiment bezeichnet, wie beispielsweise
„Nehmen Sie die Tiefenunterschiede bei diesem Random-Dot-Stereogramm wahr?“.
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• P(xvi = 0) bezeichne die Wahrscheinlichkeit, dass Proband v das Item i nicht
richtig löst.
• ξ bezeichne die Ausprägung der Persönlichkeitseigenschaft, auch Merkmals-
ausprägung oder Personenfähigkeit genannt.
• ξv bezeichne die individuelle Ausprägung der Persönlichkeitseigenschaft; also
die Fähigkeit einer Person (Personenparameter).
• σi bezeichne die Schwierigkeit eines Items i (Itemschwierigkeitsparameter oder
kurz Itemparameter).
Grundsätzlich wird zwischen deterministischen und probabilistischen IC-Funktionen
unterschieden. Bei deterministischen IC-Funktionen wird davon ausgegangen, dass das
Antwortverhalten durch den Item- und Personenparameter vollständig bestimmt ist.
Es gibt nur Lösungswahrscheinlichkeiten von 0 und 1, sodass die IC-Funktion durch
eine Treppenfunktion beschrieben werden kann, wie in Abbildung 2.7 dargestellt ist.
Die Ausprägung der Persönlichkeitseigenschaft ξ wird auf der Abszisse gegen die
Wahrscheinlichkeit, dass Proband v das Item i richtig lösen wird, auf der Ordinate
abgetragen. Ab einem bestimmten Wert σ wird das Item richtig gelöst.
P
(x
vi
=
1)
σ ξ
Abbildung 2.7: Deterministische IC-Funktion.
Bei probabilistischen IC-Funktionen hingegen wird von einer stochastischen Beziehung
zwischen dem Antwortverhalten und den Item- und Personenparametern ausgegan-
gen. Eine Funktion zur Beschreibung der Lösungswahrscheinlichkeit sollte monoton
steigend und s-förmig sein. Dieser Kurvenverlauf ist plausibel. Er beschreibt die
Annahme, dass die Lösungswahrscheinlichkeit im Mittelbereich mit zunehmender
Merkmalsausprägung am stärksten steigt. Ist hingegen ein Item zu leicht oder zu
schwer, so verändert eine Zunahme der Merkmalsausprägung nur geringfügig die Lö-
sungswahrscheinlichkeit.6 Durch Überlegungen, welcher Funktionentyp einen solchen
Kurvenverlauf aufweist, gelangt man zum Beispiel zur logistischen Funktion. Diese
6Vgl. Rost (1996) S. 120.
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mathematisch leicht zu handhabende Funktion ist einer der gebräuchlichsten probabi-
listischen IC-Funktionen.7 Insgesamt wird zwischen drei verschiedenen logistischen
Modellen unterschieden: dem Einparameter-Logistischen Modell (1PL-Modell), dem
Zweiparameter-Logistischen Modell (2PL-Modell) und dem Dreiparameter-Logisti-
schen Modell (3PL-Modell).
2.3.2 Das Rasch-Modell (1PL-Modell)
Beim Rasch-Modell hängt die Wahrscheinlichkeit, dass ein Item i vom Probanden v
richtig gelöst wird, lediglich von dem Itemschwierigkeitsparameter σi ab. Dies kann
durch folgende Gleichung für die IC-Funktion beschrieben werden:
P(xvi = 1) =
eξv−σi
1+ eξv−σi
=
1
1+ e−(ξv−σi)
. (2.2)
Für die Gegenwahrscheinlichkeit, d.h. für die Wahrscheinlichkeit, dass ein Item nicht
gelöst werden kann, ergibt sich die IC-Funktion
P(xvi = 0) =
1
1+ eξv−σi
.
Abbildung 2.88 zeigt den Verlauf einer solchen IC-Funktion mit dem Schwierigkeitspa-
rameter σi. Der Schwierigkeitsparameter wird dabei als die Ausprägung ξv definiert,
Abbildung 2.8: Logistische IC-Funktion eines Items mit Schwierigkeitsparameter σi.
bei der die Wahrscheinlichkeit, das Item richtig zu beantworten, ebenso wie die Gegen-
wahrscheinlichkeit, 12 beträgt. Diese Stelle entspricht dem Wendepunkt der Funktion.
7Näheres zur Wahl dieser Funktion wird in Abschnitt 2.3.5 beschrieben.
8Bildquelle: Moosbrugger und Kalava (2008) S. 224.
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Die Steigung der Funktion ist an dieser Stelle am größten. Kleine Änderungen der
Variable ξv bewirken an dieser Stelle große Änderungen der Lösungswahrscheinlich-
keit.
Zeichnet man mehrere IC-Funktionen von verschiedenen Items in ein Koordinaten-
system, kann man erkennen, dass die Kurven dieselbe Form aufweisen. Sie sind
lediglich auf der Abszisse verschoben, wie Abbildung 2.99 zeigt. Hier sieht man drei
Abbildung 2.9: IC-Funktionen von drei Items mit verschiedenen Schwierigkeitspara-
metern.
IC-Funktionen von Items mit unterschiedlichen Itemparametern. Die genaue Lage
des Itemparameters σ lässt sich nicht direkt berechnen, sondern muss auf Basis von
Testdaten mit geeigneten Verfahren geschätzt werden.
Die Differenz ξv− σi stellt die entscheidende Größe für die Wahrscheinlichkeit, das Item
richtig zu beantworten, dar. Dies kann man sich durch folgende Fallunterscheidung
schnell klar machen:
• Für ξv = σi ist die Fähigkeit des Probanden gleich der Itemschwierigkeit und es
gilt: P(xvi = 1) = e
0
1+e0 =
1
2 .
• Ist ξv > σi wird die Itemschwierigkeit von der Fähigkeit des Probanden über-
troffen. Die Wahrscheinlichkeit, das Item richtig zu beantworten, ist größer als 12 .
Formal: P(xvi = 1) > 12 . Je mehr die Fähigkeit die Itemschwierigkeit übersteigt,
d.h. je größer die Differenz ξv − σi ist, desto größer wird die Lösungswahr-
scheinlichkeit. Für sehr viel größere Werte von ξ geht die Wahrscheinlichkeit
asymptotisch gegen 1.
9Bildquelle: Moosbrugger und Kalava (2008) S. 225.
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• Ist ξv < σi wird die Personenfähigkeit von der Itemschwierigkeit übertroffen und
somit ist die Wahrscheinlichkeit, das Item richtig zu lösen, kleiner als 12 . Formal:
P(xvi = 1) < 12 . Je mehr die Fähigkeit von der Itemschwierigkeit übertroffen wird,
d.h. je kleiner die Differenz ξv − σi ist, desto kleiner ist auch die Lösungswahr-
scheinlichkeit. Für sehr viel kleinere Werte von ξ geht die Wahrscheinlichkeit
asymptotisch gegen 0.
2.3.3 Das Birnbaum-Modell (2PL-Modell)
Das Birnbaum-Modell verwendet analog zum Rasch-Modell eine logistische Funktion
als IC-Funktion. Wie bereits erwähnt, gibt es beim Rasch-Modell einen zu bestimmen-
den Parameter, den Itemschwierigkeitsparameter σi, der den Wendepunkt auf der
Abszisse festsetzt. Die Steigung der IC-Funktion ist jedoch beim Rasch-Modell für
alle Items gleich (γi = 1). Das Birnbaum-Modell erlaubt nun auch unterschiedliche
Steigungen, was zu folgender Gleichung der IC-Funktion führt:
P(xvi = 1) =
eγi(ξv−σi)
1+ eγi(ξv−σi)
=
1
1+ e−γi(ξv−σi)
(2.3)
Der Diskriminationsparameter γi gibt dabei an, wie stark sich die Lösungswahrschein-
lichkeit in Abhängigkeit von der Merkmalsausprägung verändert. Er ist somit ein
Maß für die Sensitivität für Merkmalsunterschiede, das heißt für die Empfindsamkeit,
Reize mit geringer Intensitätsänderung wahrzunehmen. Bezüglich der graphischen
Darstellung der IC-Funktion geht γi mit der Steigung im Wendepunkt einher. Je größer
γi ist, desto steiler ist die IC-Funktion im Wendepunkt und desto besser trennt das
Item Personen mit höherer von Personen mit niedrigerer Merkmalsausprägung. γi ist
dabei nur vom Item abhängig, nicht vom jeweiligen Probanden.
Der Schwierigkeitsparameter σi gibt - wie auch beim Rasch-Modell - an, wie weit links
(leichte Items) oder wie weit rechts auf der Abszisse (schwierige Items) der Wendepunkt
der Fit-Funktion liegt. Abbildung 2.1010 zeigt den Verlauf von IC-Funktionen von drei
Items mit verschiedenen Diskriminationsparametern γi.
2.3.4 Das Rate-Modell von Birnbaum (3PL-Modell)
Das Rate-Modell von Birnbaum ist das Modell, welches in Kapitel 3 und 4 bei der Aus-
wertung der Versuchsdaten Anwendung findet. Neben dem Schwierigkeitsparameter
σi und dem Diskriminationsparameter γi kommt ein weiterer Parameter hinzu: der
Rateparameter ρ. Dieser Parameter dient dazu, um bei einem Multiple-Choice-Test die
Wahrscheinlichkeit, richtig zu raten, mit zu berücksichtigen. Auf die Gleichung der IC-
10Bildquelle: Moosbrugger und Kalava (2008) S. 238.
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Abbildung 2.10: IC-Funktionen von drei Items mit σ1 = σ2 = 0, σ3 = 1 und γ1 > γ2 >
γ3.
Funktion wirkt sich die Berücksichtigung der Ratewahrscheinlichkeit folgendermaßen
aus:
P(xvi = 1) = ρi + (1− ρi) e
γi(ξv−σi)
1+ eγi(ξv−σi)
= ρi + (1− ρi) 11+ e−γi(ξv−σi)
Das Rate-Modell von Birnbaum entspricht für eine Ratewahrscheinlichkeit von ρ = 0
dem Birnbaum-Modell und somit ist das Birnbaum-Modell ein Spezialfall des Rate-
Modells. Abbildung 2.1111 veranschaulicht den Verlauf zweier logistischer Funktionen
des Rate-Modells von Birnbaum. Für ρ = 0, 2 erkennt man, dass die Wahrscheinlichkeit,
das Item richtig zu beantworten, bei sehr kleinen Merkmalsausprägungen gegen 0, 2
geht und nicht gegen 0.
2.3.5 Begründung für die Wahl der logistischen Funktion
Neben dem Ansatz, eine logistische Funktion als IC-Funktion zu wählen, gibt es in
der Testtheorie noch ein weiteres zentrales Modell, das sog. Ogiven-Modell, dessen
IC-Funktion einen ähnlichen Verlauf annimmt wie die IC-Funktion der logistischen
Modelle.12 Die Modellgleichung weicht jedoch von der logistischen Modellgleichung
ab. Sie wird durch die kumulative Normalverteilung (Verteilungsfunktion der Normal-
verteilung) beschrieben, d.h. die IC-Funktion ist gegeben durch
P(xvi = 1) =
1
σi
√
2pi
ξv∫
−∞
exp
(
(ξ − µi)2
2σ2i
)
dξ. (2.4)
11Bildquelle: Moosbrugger und Kalava (2008) S. 239.
12Vgl. Rost (1996) S. 120 ff.
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Abbildung 2.11: IC-Funktionen mit Ratewahrscheinlichkeiten ρ1 = 0 und ρ2 = 0, 2.
Um die in der Literatur üblichen Parameterbezeichnungen der Normalverteilung
beizubehalten, weicht die Bezeichnung für den Itemparameter von der vorher ver-
wendeten Bezeichnung ab. µi ist der Mittelwert der Normalverteilung und legt somit
den Abszissenwert des Wendepunktes von der IC-Funktion aus Gleichung (2.4) fest.
Dies entspricht genau dem Itemparameter, der zuvor mit σi bezeichnet wurde. Der
Parameter σi aus Gleichung (2.4) entspricht der Standardabweichung der Normalver-
teilung. Er repräsentiert den Anstieg der IC-Funktion. Je kleiner σi ist, desto größer
ist die Steigung im Wendepunkt. Abbildung 2.12 zeigt zwei kumulative Normalvertei-
lungen unterschiedlichen Anstiegs und mit unterschiedlichem Itemparameter µi. Es
ist ersichtlich, dass durch Variation von µi und σi die s-förmige Funktion sowohl auf
der Abszissenachse verschoben werden kann als auch gestreckt und gestaucht werden
kann, ähnlich wie die logistische IC-Funktion aus Gleichung (2.3) aus dem Modell von
Birnbaum (2PL-Modell).
Abbildung 2.12: Zwei IC-Funktionen des Ogiven-Modells mit unterschiedlichem An-
stieg: µ1 = 0, σ1 = 1, µ2 = 1, σ2 = 2.
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Die kumulative Normalverteilung und die logistische Funktion aus Gleichung (2.2)
aus dem Modell von Rasch (1PL-Modell) sind sich bei geeigneter Wahl der Parame-
ter sehr ähnlich, wie Abbildung 2.13 zeigt. Für eine Standardabweichung σi = 1, 6
unterscheiden sich die beiden Kurven nur minimal.
Abbildung 2.13: Logistische Funktion mit σi = 0 und kumulative Normalverteilung
mit µi = 0 und σi = 1, 6.
Aufgrund von praktischen Erwägungen, statistischen Überlegungen und einer leichten
Handhabbarkeit von logistischen Funktionen, wird in der Praxis das Rasch-Modell
gegenüber dem Ogiven-Modell bevorzugt. Nähere Details können im Buch „Testtheorie
und Testkonstruktionen“ von Rost nachgelesen werden.13
13Vgl. Rost (1996) S. 121.
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Kapitel Drei
Ein Experiment mit Random-Dot-Stereogrammen
In diesem Kapitel wird ein Versuch vorgestellt, mit dem wir unsere individuelle Tiefen-
wahrnehmungsfähigkeit messen können. Grundlage des Versuchs ist ein Computerpro-
gramm, welches 3D-Bilder in Form von Random-Dot-Stereogrammen erzeugt, die wir
lediglich mit Hilfe einer Stereobrille erkennen können. Wir bezeichnen den Versuch
auch als Stereoversuch. Eine wichtige Voraussetzung für die Versuchsdurchführung
ist, dass die Versuchsperson die Fähigkeit besitzt, mit Hilfe von binokularen Tiefenhin-
weisen dreidimensional zu sehen. 5− 10 Prozent aller Menschen sind stereoblind und
besitzen diese Fähigkeit nicht.1
Während des Versuchs werden nacheinander eine Reihe von Random-Dot-Stereogram-
men am Computer gezeigt, bei denen ein Rechteck entweder vor oder hinter der
Bildschirmebene dargestellt wird. Dies wird durch Verschiebung von verschiedenfarbi-
gen Punkten im Bereich des Rechtecks erzielt, wie bereits in Abschnitt 1.3 erläutert
wurde. Dabei variiert die Intensität, mit der das Rechteck vor oder hinter der Ebene
erscheint, bei jedem neuen Punktbild. Wie weit das Rechteck aus der Ebene heraus-
kommt oder hinter der Ebene erscheint, ist somit variabel. Bei jedem Stereogramm
muss sich die Versuchsperson entscheiden, ob sie das Rechteck vor oder hinter der
Ebene sieht, was durch entsprechenden Tastendruck dem Rechner signalisiert wird.
Dabei sollte jeder Tiefenreiz mehrmals getestet werden, um Raten auszugleichen.
Als Ergebnis erhält man für verschiedene Tiefendarbietungen die relative Häufigkeit,
wie oft man richtig entschieden hat. Diese Daten sollen nun analysiert werden. Dazu
werden sie in ein Koordinatensystem eingetragen. Auf der x-Achse wird die Intensi-
tät der Tiefe, genauer die horizontale Verschiebung der einzelnen Punkte der RDS,
gemessen in Pixel, abgetragen und auf der y-Achse die Wahrscheinlichkeit, dass die
Versuchsperson den scheinbaren Tiefenunterschied richtig erkannt hat. Anschließend
werden die durch den Versuch erhobenen Daten, die in der Regel einen s-förmigen
Verlauf aufweisen, wenn sie im Koordinatensystem eingezeichnet werden, mit Hilfe
einer logistischen Funktion gefittet. Dies kann zum einen visuell durch Variieren der
1Vgl. Mather (2006) S. 286.
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Parameter der logistischen Funktion geschehen und zum anderen mit Hilfe von compu-
terunterstützten Rechenprogrammen, wie beispielsweise dem Computeralgebrasystem
Maple.
Mit Hilfe des Medians der approximierenden logistischen Funktion, der die Tiefen-
wahrnehmungsschwelle angibt, kann anschließend eine Maßzahl für die individuelle
Tiefenwahrnehmungsfähigkeit berechnet werden. Zum Verständnis der Berechnung
sind einige geometrische Aspekte zum Modell des binokularen Sehens notwendig, auf
die wir an dieser Stelle nicht weiter eingehen werden. Vorerst genügt die Information,
dass die Disparität ein Maß für die Tiefenwahrnehmungsfähigkeit ist. Je kleiner die-
ser Wert vom Betrag her ist, desto besser ist die Tiefenwahrnehmungsfähigkeit. Die
erforderlichen Berechnungen, um diese zu ermitteln, werden von dem Computerpro-
gramm übernommen. Detaillierte Hintergrundinformationen können im zweiten Teil
der Arbeit in Kapitel 8 nachgelesen werden.
Im Folgenden wird zunächst das speziell für diesen Versuch entwickelte Compu-
terprogramm vorgestellt, mit dessen Hilfe die Versuchsperson durch das gesamte
Experiment geleitet wird. Nach einer ausführlichen Beschreibung des Programms, ge-
hen wir im zweiten Abschnitt auf den konkreten Versuchsablauf ein. Dabei werden alle
Arbeitsschritte beschrieben, die anhand des Programms durchlaufen werden sollten,
um anschließend Aussagen über die Tiefenwahrnehmungsfähigkeit zu treffen. Neben
einer detaillierten Anleitung zur Versuchsdurchführung bezüglich der Random-Dot-
Stereogramme, beschreiben wir auch eine erste visuelle Anpassung einer logistischen
Funktion an unsere Versuchsdaten und die anschließende Ermittlung der Tiefenwahr-
nehmungsfähigkeit mit Hilfe des Programms. Im dritten Abschnitt gehen wir auf
die Auswertung der Versuchsdaten ein. Zunächst wird die Methode der kleinsten
Fehlerquadrate als Maß für eine gute Anpassung erläutert. Zum Verständnis dieser
Methode wurde ein Applet erstellt, welches nach der Darstellung der theoretischen
Aspekte vorgestellt wird. Basierend auf der Methode der kleinsten Fehlerquadrate
erfolgt anschließend eine mathematische Anpassung einer logistischen Funktion an die
Versuchsdaten mit Hilfe des Computeralgebrasystems Maple.2 Die für den Datenfit
verwendete logistische Funktion wird gemäß des 2-AFC-Verfahren definiert, wie wir
später noch näher erläutern werden. In den letzten beiden Abschnitten werden zwei
alternative Datenanpassungen vorgestellt. Zunächst werden die Daten so transformiert,
dass eine logistische Funktion, die gemäß dem Ja/Nein-Verfahren definiert ist, für den
Datenfit verwendet werden kann. Danach werden die Daten linearisiert, sodass diese
sogar mit einer Geraden gefittet werden können.
Leser, die lediglich anhand des Experiments ihre Tiefenwahrnehmungsfähigkeit messen
wollen, können sich auf Abschnitt 3.1 und 3.2 beschränken.
2Alle Worksheets sind auf der beigefügten CD angehängt. Siehe auch Anhang B.3.
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§ 3.1
Das Computerprogramm
In diesem Abschnitt wird ein Computerprogramm beschrieben, welches für die Durch-
führung des oben beschriebenen Versuchs von Grund auf neu entwickelt wurde.
Abbildung 3.1 zeigt einen Screenshot der graphischen Oberfläche des Programms.
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Abbildung 3.1: Oberfläche des Computerprogramms zum Stereoversuch.
Wie der Abbildung entnommen werden kann, ist das Programm in mehrere Bereiche
aufgeteilt, welche nachfolgend beschrieben werden:
3.1.1 Persönliche Angaben
Im oberen Bereich kann der Anwender seinen Namen, sein Alter, sein Geschlecht und
die Anzahl, wie oft er das Experiment bereits durchgeführt hat, eintragen. Diese Anga-
ben werden, sofern sie eingegeben werden, nach dem Versuch mit in das Ergebnisfeld
geschrieben. Dies ermöglicht den Vergleich von Probanden bezüglich ihrer Tiefenwahr-
nehmungsfähigkeit. Des Weiteren können mit Hilfe der Angaben Untersuchungen der
Tiefenwahrnehmung in Abhängigkeit vom Alter oder vom Geschlecht erfolgen.
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Da Stereosehen trainiert werden kann und sich somit die Ergebnisse bei wiederhol-
tem Versuch verbessern, ist es sinnvoll, auch die Anzahl der bereits durchgeführten
Experimente anzugeben. Beim Starten des Programms wird dieser Wert auf 1 gesetzt.
Ist der Anwender nur an seiner individuellen Tiefenwahrnehmungsfähigkeit interes-
siert, so können die persönlichen Angaben weggelassen werden.
3.1.2 Einstellungen
Auf der linken Seite der Oberfläche hat der Anwender die Möglichkeit, gewisse
Anfangswerte bezüglich des Stereoversuchs zu setzen. Wichtig hierbei sind vor allem
die Einstellung der maximalen Intensität unter „Einstellungen zum Versuchsablauf“
und die Wahl der Brillenart unter „Farbeinstellung“. Die übrigen Einstellungen sind
mit Startwerten so gesetzt, dass der Versuch direkt gestartet werden kann.
3.1.2.1 Einstellungen zum Versuchsablauf
Im oberen Teil befinden sich die Einstellungen zum Versuchsablauf. Der Anwender
kann wählen, wie viele verschiedene Tiefenreize getestet werden sollen. Dabei kann
hier lediglich eine gerade Anzahl an Tiefenreizen angegeben werden, weil jede Inten-
sität, mit der das Rechteck vor oder hinter der Ebene erscheint, in beide Richtungen
getestet werden soll, d.h. sowohl mit einem Rechteck, das aus der Bildschirmebene
herauskommt als auch mit einem Rechteck, bei dem der 3D-Effekt nach innen geht.
Neben der Anzahl der zu testenden Reize, kann der Anwender angeben, wie oft
jeder Reiz getestet werden soll. Die Gesamtzahl der RDS ist gleich der Anzahl der
Tiefenreize multipliziert mit der Anzahl der Versuche pro Tiefenreiz, also die Summe
aller Versuche pro Tiefenreiz.
Weiterhin kann der Anwender wählen, wie groß die maximale Intensität sein soll. Mit
der maximalen Intensität ist die im Rechteck maximale horizontale Verschiebung der
verschiedenfarbigen Punkte zueinander gemeint, die einen scheinbaren Tiefenunter-
schied erzeugt. Diese Angabe erfolgt in Pixel.
Der Wert der maximalen Reizintensität sollte so gewählt werden, dass bei maximaler
Intensität deutlich ein (nicht zu großer) Tiefenunterschied wahrgenommen wird. Ist
die maximale Intensität, mit der das Rechteck vor oder hinter der Bildschirmebene
erscheint, bereits so klein, dass kein Tiefenunterschied erkennbar ist, so ist der gesamte
Versuch hinfällig, da dann bei jedem RDS die Rechtecklage nicht zu erkennen ist und
geraten werden muss. Ist die maximale Intensität dagegen viel zu groß, so wird die
Rechtecklage bei allen getesteten Intensitäten sicher erkannt, was ebenfalls zu keinen
aussagekräftigen Ergebnissen führt. Gute Ergebnisse, die Rückschlüsse über die Tie-
fenwahrnehmungsschwelle erlauben, werden am ehesten erzielt, wenn schwellennahe
Reize getestet werden. Eine gute Einstellung für die maximale Intensität liegt dann vor,
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wenn die vor dem Versuch unbekannte Schwelle ungefähr die Hälfte der maximalen
Intensität beträgt. Als Hilfe für die richtige Einstellung der maximalen Intensität kann
diese mit dem darunterliegenden Button „Maximale Intensität ermitteln“ bestimmt
werden. Der Proband wird durch einen „Vorversuch“ geleitet, mit dessen Hilfe seine in-
dividuelle maximale Reizintensität, mit der das Experiment durchgeführt werden sollte,
bestimmt wird. Zu beachten ist, dass je öfter der Proband den Versuch durchführt,
desto besser auch seine Tiefenwahrnehmungsfähigkeit wird, sodass nach mehrmaligen
Versuchen die maximale Intensität entweder manuell verkleinert werden sollte oder
neu bestimmt werden sollte. Folgendes Beispiel zeigt eine mögliche Eingabe:
Beispiel:
Insgesamt sollen 8 Tiefenreize getestet werden. Das bedeutet, dass 4 verschiedene Tie-
fenunterschiede getestet werden, wobei jeder der 4 Tiefenunterschiede einmal vor und
einmal hinter der Bildschirmebene getestet wird.
Alle 8 Tiefenreize werden insgesamt 5 mal getestet,
sodass der Proband sich 40 mal entscheiden muss,
ob er das Rechteck vor oder hinter der Ebene wahr-
nimmt. Der größte getestete Tiefenunterschied bei
dieser Versuchsreihe kommt durch einen Pixelun-
terschied von 4, 4 Pixel zustande. Die Intensität
der anderen Tiefenunterschiede, die getestet wer-
den, kommen durch einen Pixelunterschied von
1, 1; 2, 2 und 3, 3 Pixel zustande.
3.1.2.2 Einstellung der Visualisierung
Da die Erfahrung gezeigt hat, dass viele Probanden anfangs Probleme haben, bei
Random-Dot-Stereogrammen die Tiefe zu erkennen, bietet das Computerprogramm
im mittleren Bereich der Einstellungen die Möglichkeit, die Darstellung der Punkte
der RDS individuell zu wählen. Der Anwender kann hier die Punktdichte, die Punkt-
größe, den Punktabstand und die Größe des Rechtecks, in dem die Punkte horizontal
gegeneinander verschoben sind, ändern.
Die Visualisierungseinstellungen können ohne Weiteres durch „Ausprobieren“ einge-
stellt werden, das heißt man ändert gewisse Parameter und sieht den entsprechenden
Effekt durch Betätigen des Buttons „Vorschau“. Die folgende exakte Beschreibung
der Einstellungen zur Visualisierung richtet sich daher nur an Interessierte und kann
durchaus überlesen werden:
Punktdichte
Mit der Punktdichte ist die Anzahl der Punkte pro Fläche gemeint. Der Wert liegt
zwischen 30 und 100. Je größer die Dichte gewählt wird, desto mehr Punkte erscheinen
auch auf dem Bildschirm. Die Punkte an sich liegen auf einem Raster. Ist die Dichte
kleiner als 100, werden zufällig Punkte auf diesem Raster weggelassen.
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Punktgröße
Hier kann die Größe der einzelnen Punkte verändert werden. Die Angabe bezieht sich
auf den Durchmesser der Punkte, gemessen in Pixel. Der Wert liegt zwischen 2 und 12
Pixel.
Punktabstand
Wie bereits erwähnt, sind die Punkte auf einem Raster angeordnet. Der Punktabstand
bezeichnet den Abstand der einzelnen Rasterpunkte zueinander. Der Wert des Abstan-
des wird in Pixel gemessen und liegt zwischen 4 und 20 Pixel. Dabei bezieht sich der
angegebene Pixelwert stets auf eine Dichte von 100. Sobald die Dichte einen kleineren
Wert annimmt, werden zufällig einige Punkte auf dem Raster weggelassen, sodass der
Punktabstand dann größer erscheint als angegeben.
Rechteckgröße
Hier kann die Höhe und Breite des Rechtecks, das vor oder hinter der Bildschirmebene
erscheinen soll, in Pixel angegeben werden. Der erste anzugebende Wert beschreibt
dabei die Breite und der zweite die Höhe des Rechtecks. Die Werte liegen zwischen 10
und 300 Pixel.
3.1.2.3 Farbeinstellung
Im unteren Teil kann der Anwender wählen, ob er eine Rot-Grün, eine Rot-Blau oder
eine Rot-Cyan-Brille bei der Betrachtung der RDS verwendet. Da die Farbdarstellung
monitorabhängig ist, kann der Anwender weiterhin mit Hilfe von Scrollbalken die
Farbeinstellung verfeinern. Die Farben sollten dabei so eingestellt werden, dass durch
das rote Brillenglas die rote Farbe gut erkannt wird und die blaue, grüne bzw. cyan
Farbe kaum zu sehen ist. Durch das jeweils andere Brillenglas sollte dementsprechend
die blaue, grüne bzw. cyan Farbe gut und die rote Farbe kaum zu erkennen sein.
Neben jeder Einstelloption befindet sich ein Informationsbutton, über den der An-
wender die Bedeutung der jeweiligen Einstellung kurz und bündig nachlesen kann.
Durch Betätigen des Buttons „Vorschau“ kann der Anwender die Effekte der Änderung
jederzeit einsehen. Die Verschiebung der Punkte im rechteckigen Bereich wird bei
der Vorschau mit maximaler Intensität dargeboten. Weiterhin gibt es einen Button
„Reset“, um die voreingestellten Startwerte wieder herzustellen, wobei die Betätigung
des Buttons keinen Effekt auf die Farbeinstellung hat, da diese monitorabhängig ist.
3.1.3 Ergebnisfeld
Auf der rechten Seite der graphischen Oberfläche werden die Ergebnisse detailliert
in einem Textfeld ausgegeben: Neben dem Datum, den persönlichen Angaben, so-
weit diese vom Anwender angegeben werden, und den vom Anwender festgesetzten
Einstellungen, werden hier sowohl die Einzelergebnisse zu jedem Punktdiagramm
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als auch die Mittelwerte aufgelistet, das heißt die relativen Häufigkeiten, wie oft der
Proband die Rechtecklage für jede Intensität richtig erkannt hat. Die Einzelergebnisse
werden in der Form
Versuchs- horizontale Ver- Rechtecklage r (ichtig) bzw.
nummer schiebung in Pixel („rein“ oder „raus“) f (alsch)
ausgegeben. Anhand dieser Daten kann u.a. der Bias, also die Antworttendenz einer
Versuchsperson analysiert werden. Bei den Mittelwerten wird lediglich die Trefferwahr-
scheinlichkeit mit der zugehörigen Intensität ausgegeben. Abbildung 3.2 zeigt einen
Screenshot des Ergebnisfeldes nach einem Versuchsdurchlauf.
Persönliche Angaben
Einstellungen
Einzelergebnisse
horizontale Verschiebung
Auswertung
Rechtecklage
Wahrscheinlichkeit, dass
der Proband den Tiefen-
unterschied erkannt hat
Mittelwerte
Versuchsnummer
Abbildung 3.2: Ergebnisfeld nach einem Versuchsdurchlauf.
3.1.4 Graphische Darstellung der Ergebnisse
In der Mitte der graphischen Oberfläche befindet sich in der oberen Hälfte ein Koordi-
natensystem, in dem die Ergebnisse graphisch dargestellt werden, wie Abbildung 3.3
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zeigt. Auf der x-Achse wird die horizontale Verschiebung der roten und blauen, grünen
bzw. cyan-farbigen Punkte in Pixel abgetragen, also die getesteten Intensitäten. Auf der
y-Achse wird die zugehörige Wahrscheinlichkeit, dass der Proband die entsprechende
Reizintensität richtig erkannt hat, abgetragen. Durch Betätigen des Buttons „Werte
fitten“ wird eine logistische Funktion in das Koordinatensystem mit eingezeichnet, wie
Abbildung 3.3 visualisiert.
Abbildung 3.3: Graphische Darstellung der Ergebnisse.
Eine Einführung zu logistischen Funktionen wurde bereits in Kapitel 2 gegeben. Wir
erinnern uns, dass die Funktionsvorschrift der logistischen Funktion aus Gleichung
(2.1) der Fragestellung und der Anzahl der Antwortmöglichkeiten angepasst werden
muss, um die Versuchsdaten geeignet zu fitten. Wie sieht diese nun bezüglich des
Stereoversuchs aus?
Bei dem Versuch muss sich der Proband entscheiden, ob er das Rechteck vor oder hinter
der Ebene sieht. Es handelt sich demnach um ein 2-AFC-Experiment. Der dargebotene
Reiz, der bei der Versuchsperson eine Wahrnehmung auslösen soll, entspricht dem
horizontalen Versatz der beiden verschiedenfarbigen Punkte, der bei dem Probanden
zu einer Tiefenempfindung führen soll. Der Proband hat 2 Antwortmöglichkeiten,
wobei er sich stets für eine Antwort entscheiden muss, unabhängig davon, ob er eine
Tiefe erkennt oder nicht. Wird keine Tiefe wahrgenommen, muss demnach geraten
werden, ob das Rechteck vor oder hinter der Ebene liegt. Da nur zwei Antworten
möglich sind, liegt die Wahrscheinlichkeit, dass der Proband die richtige Rechtecklage
errät, bei 50 Prozent. Daher verläuft der Funktionsgraph der logistischen Funktion,
die zur Beschreibung der experimentell gewonnenen Daten herangezogen wird, nie
unterhalb von 0, 5 und der Schwellenwert wird bei einer Trefferwahrscheinlichkeit von
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0, 75 abgelesen. Genauer sieht die Funktionsvorschrift wie folgt aus:
f (x) =
1
2
+
(
1− 1
2
)
· 1
1+ e−a·(x−b)
=
1
2
+
1
2
· 1
1+ e−a·(x−b)
(3.1)
Der Wendepunkt und somit der Punkt der stärksten Steigung wird anfangs auf den
Wert gesetzt, der am nächsten am 75 %-Quantil liegt. Der Parameter a der logistischen
Funktion wird mit 1 vorinitialisiert. Der Anwender kann sowohl die Steigung als auch
den Wendepunkt im Nachhinein noch verstellen und die Funktion „per Hand“ so
verschieben und strecken bzw. stauchen, dass der Graph die Daten gut approximiert.
Als Maß für eine gute Approximation dient hierbei die Summe der kleinsten Fehler-
quadrate, die rechts unten in der graphischen Darstellung abgelesen werden kann. Je
kleiner diese Summe ist, desto besser ist der Datenfit. Abbildung 3.4 zeigt die visuelle
Anpassung der logistischen Funktion an die Versuchsdaten. Links sind die Parameter
a und b mit 1 und 3 besetzt. Rechts sind die Parameterwerte a und b auf 1, 9 und 3, 4
gestellt.
Vor der manuellen Anpassung
auf der x-Achse
Strecken bzw.Verschieben
Stauchen
Nach der manuellen Anpassung
Abbildung 3.4: Visuelle Approximation der Daten mittels der logistischen Funktion.
Nach der visuellen Approximation entspricht der Pixelversatz im Wendepunkt dem
kleinsten horizontalen Versatz in Pixel, der bei dem Probanden noch zu einer Tiefen-
wahrnehmung führt. Mittels dieses Wertes kann das Computerprogramm die indivi-
duelle Disparität, also die Maßzahl für die Tiefenwahrnehmungsfähigkeit, berechnen.
Details hierzu werden in Abschnitt 3.1.6 beschrieben.
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3.1.5 Kurzbeschreibung zur Tastenbelegung
Unterhalb der graphischen Darstellung der Ergebnisse ist ein Bild zur Tastenbelegung
abgebildet. Dem Bild kann entnommen werden, welche Taste der Proband während
der Darbietung der Stereogramme in Abhängigkeit von der Rechtecklage drücken
muss.
3.1.6 Button-Leiste
Im unteren Bereich der graphischen Oberfläche kann der Anwender mehrere Buttons
betätigen:
Versuch starten:
Ganz links in der Button Leiste ist der Button „Starte-Versuch“, welcher durch seine
grüne Farbe hervorsticht. Durch Betätigen des Buttons wird der Stereoversuch gestartet.
Dieser Vorgang kann beliebig oft wiederholt werden.
Berechne Disparität:
Direkt neben dem „Starte-Versuch“-Button befindet sich der Button „Berechne Dispari-
tät“. Dieser Button dient dazu, dass das Programm die Maßzahl für die Tiefenwahrneh-
mungsfähigkeit, also die Disparität, berechnet. Durch Betätigen des Buttons öffnet sich
ein Fenster, welches in Abbildung 3.5 dargestellt ist. Für die Disparitätsberechnung
Abbildung 3.5: Eingabefenster zur Berechnung der Disparität.
werden einige Angaben benötigt, die der Anwender in dem Fenster eingeben kann.
Dies sind zum einen der in Pixel anzugebende Schwellenwert, das heißt der Wende-
punkt der logistischen Funktion, den man durch den Datenfit erhält, und zum anderen
der Augenabstand und der Abstand des Probanden zum Computer, gemessen in Zen-
timetern. Kommata werden dabei durch Punkte angegeben. Die berechnete Disparität
und die Bedeutung des Disparitätswertes für die Tiefenwahrnehmungsfähigkeit wird
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anschließend sowohl in einem zusätzlichen Fenster, wie Abbildung 3.6 zeigt, als auch
im Ergebnisfeld ausgegeben. Das Ergebnis wird sowohl in Grad und Rad als auch in
Winkelsekunden angegeben.
Abbildung 3.6: Ergebnis der Disparitätsberechnung.
Neben der Möglichkeit, die Disparität berechnen zu lassen, hat der Anwender durch Be-
tätigen des Buttons „Infos zur Berechnung“ die Möglichkeit, dass die zur Umrechnung
verwendete Formel angezeigt wird, wie Abbildung 3.7 zeigt. Auf die Herleitung dieser
Abbildung 3.7: Informationen zur Berechnung der Disparität.
Formel wird an dieser Stelle nicht weiter eingegangen. Im zweiten Teil dieser Arbeit
in Kapitel 8 werden wir die scheinbare Tiefe und ihre Entstehung erneut aufgreifen
und unter mathematischen Aspekten betrachten. Hier können weitere Informationen
zur Disparitätsberechnung nachgelesen werden. In Abschnitt 8.3 wird ein konkretes
Beispiel aus dem Stereoversuch, basierend auf den mathematischen Hintergründen,
behandelt.
Details zur Tastenbelegung:
Durch Betätigen des Buttons „Details zur Tastenbelegung“ erscheint ein Bild, welches
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nähere Informationen bezüglich der Tastenbelegung während des Stereoversuchs
liefert.
Nächster Arbeitsschritt
Der Button „Nächster Arbeitsschritt“ dient als „Wegweiser“, welcher Arbeitsschritt
als nächstes folgt. Da das Computerprogramm nicht nur für die Durchführung des
Stereoversuchs, sondern auch für die anschließende Ergebnisauswertung und Dispari-
tätsberechnung genutzt werden kann, ist dieser Button besonders für „Neulinge“ sehr
hilfreich.
Hilfe zum gesamten Ablauf
Durch Betätigen des Buttons „Hilfe zum gesamten Ablauf“ öffnet sich ein Fenster, in
dem der gesamte Versuchsablauf kurz und bündig beschrieben wird, wie Abbildung
3.8 zeigt.
Abbildung 3.8: Hilfe zum gesamten Versuchsablauf.
Die Ablaufreihenfolge ist dabei nur ein Vorschlag und kann je nach Anliegen variie-
ren. Sowohl Studenten aus dem Bereich der Biologie als auch Versuchspersonen, die
lediglich an ihrer Tiefenwahrnehmungsfähigkeit interessiert sind, sollten Schritt 1 bis 5
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in der vorgegebenen Reihenfolge abarbeiten. Mathematisch interessierte Schüler der
Sekundarstufe II und Studenten aus dem Bereich der Mathematik wird die Ablaufrei-
henfolge ebenfalls empfohlen. Zusätzlich bietet es sich für diese Personengruppe an,
die Versuchsdaten auch einerseits mit Hilfe eines weiteren Applets zu fitten, welches
ein tieferes Verständnis für die Minimierung der Fehlerquadratsumme vermitteln soll
und andererseits ein Computeralgebrasystem für den Datenfit zur Hilfe zu nehmen.
Diese Alternativen werden in Abschnitt 3.3 beschrieben. Grundlage für die Berech-
nung der Disparität, die in Schritt 4 von dem Computerprogramm berechnet wird,
ist der zweite Teil dieser Arbeit. In Abschnitt 8.3 wird speziell auf die Berechnung
eingegangen.
§ 3.2
Konkreter Versuchsablauf mit Hilfe des Computerprogramms
Im Folgenden werden die konkreten Arbeitsschritte, die mit Hilfe des Computerpro-
gramms vorgenommen werden sollten, in Form einer Arbeitsanweisung beschrieben.
Neben einer sehr detaillierten Auflistung der einzelnen Arbeitsschritte werden auch
einige Tipps gegeben, worauf besonders geachtet werden sollte. Weiterhin wird auch
der Stereoversuch an sich genauer erläutert.
Für ein schnelles Nachlesen, welcher Schritt als nächstes folgt, wird empfohlen, die
Beschreibung aus Abbildung 3.8 zur Hilfe zu nehmen.
Benötigtes Material:
• PC mit Java Version > 1.6
• Farbstereobrille
• Zollstock
• ggf. Nummernblock (Numpad) oder Funktastatur
3.2.1 Versuchsanleitung:
1. Persönliche Angaben:
Zunächst sollte der Anwender seine persönlichen Angaben eingeben, sofern
eine eindeutige Zuordnung der Daten zu der entsprechenden Versuchsperson
erwünscht ist.
2. Einstellungen:
Zuerst sollte die Farbe der Stereobrille, dann die RDS-Visualisierung und anschlie-
ßend der Versuchsablauf, wie in Abschnitt 3.1.2 beschrieben wurde, eingestellt
werden. Dabei ist folgendes zu beachten:
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• Werden zu wenig Versuche pro Tiefenreiz durchgeführt, so ist das Ergebnis
nicht repräsentativ für die Tiefenwahrnehmungsfähigkeit, da die Wahr-
scheinlichkeit, dass der Proband sich bei der Rechtecklage des RDS richtig
entscheidet, obwohl er das Rechteck weder vor noch hinter der Bildschirm-
ebene wahrnimmt, bei 50 Prozent liegt.
• Bei zu vielen Versuchen pro Tiefenreiz besteht dagegen die Gefahr, dass
der Versuch aufgrund der vielen Durchläufe zu lange dauert, sodass die
Konzentration mit zunehmenden Versuchen stark abnimmt und das Ergebnis
ebenfalls verfälscht wird.
• Insgesamt sollten pro Versuchsdurchlauf nicht mehr als 120 RDS dargeboten
werden.
• Um die maximale Intensität richtig zu wählen, sollte der Button „Maximale
Intensität ermitteln“ genutzt werden. Dieser Wert muss nach einigen Ver-
suchsdurchläufen aufgrund des Trainingseffekts erneut angepasst werden.
Dazu sollte die maximale Intensität entweder erneut ermittelt werden oder
manuell etwas verringert werden.
3. RDS-Darbietung:
Bevor mit der RDS-Darbietung begonnen werden kann, sollte ein Stuhl vor dem
Rechner so positioniert werden, dass der Abstand von den Augen zum Rech-
ner mindestens 180 Zentimeter beträgt. Nun kann der Versuch durch Drücken
des Buttons „Starte Versuch“ gestartet werden. Der Proband sollte vorab die
Stereobrille aufsetzen.
Es erscheinen nun abwechselnd ein Fixierkreuz und ein RDS. Ist das Fixierkreuz
auf dem Monitor sichtbar, sollte dieses mit beiden Augen fixiert werden. Durch
Betätigen von Enter oder der Taste „5“ erscheint das nächste Stereogramm. Nun
soll der Proband durch Betätigen der Pfeiltasten nach oben oder unten angeben,
ob das Rechteck hinter (Pfeiltaste nach oben) oder vor der Bildschirmebene (Pfeil-
taste nach unten) liegt. Wird bei einem Stereogramm keine Tiefe wahrgenommen,
so muss sich der Proband dennoch für eine Pfeiltaste entscheiden, damit wieder
das Fixierkreuz erscheint. Abbildung 3.9 visualisiert den Wechsel zwischen Fi-
xierkreuz und Stereogramm. Dieser Wechsel erfolgt nun solange, bis alle vorab
Abbildung 3.9: Wechsel zwischen Fixierkreuz und Stereogramm.
festgelegten Tiefenreize im entsprechenden Umfang getestet sind.
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Für das Betätigen der Pfeil-, Nummern- und Entertaste während der RDS-Dar-
bietung gibt es mehrere Möglichkeiten: Ist das Kabel der Tastatur lang genug
oder wird eine kabellose Funktastatur benutzt, können die Tasten problemlos
von dem vor dem Monitor platzierten Stuhl aus bedient werden. Weiterhin kann
das Bedienen der Tasten auch über spezielle Nummernblocks erfolgen, wie in
Abbildung 3.10 dargestellt. Sind keine technischen Möglichkeiten vorhanden,
die Tastatur bei einer Entfernung von mindestens 180 Zentimetern zu bedienen,
sollte das Experiment in Partnerarbeit durchgeführt werden, bei der ein weiterer
Proband lediglich für die Tasteneingabe zuständig ist.
Abbildung 3.10: Funk-Nummernblock mit USB-Anschluss.
Während des Versuchs gibt es auch die Möglichkeit, Informationen zur Inten-
sität und zur Rechtecklage des aktuellen RDS zu erhalten. Durch Betätigen der
Taste „i“ werden diese Informationen für das aktuelle Stereogramm auf dem
Bildschirm angezeigt, sodass der Anwender die richtige Lösung bereits kennt
und seine Versuchsdaten manipulieren kann. Dadurch kann beispielsweise die
Entscheidung für die Rechtecklage bei jedem RDS so gewählt werden, dass die
Versuchsdaten entweder besonders „gut“ sind, das heißt, dass sie durch eine
logistische Funktion gut approximiert werden können oder besonders „schlecht“
sind, zum Beispiel wenn die Rechtecklage immer richtig erkannt wird oder auch
wenn die Rechtecklage nie richtig erkannt wird.
4. Ablesen des Ergebnisses:
Nachdem der Stereoversuch abgeschlossen ist, kann der Proband seine Einzel-
ergebnisse und die daraus resultierenden Mittelwerte im Ergebnisfeld ablesen.
Zu beachten ist, dass die im Ergebnisfeld gespeicherten Daten nach Schließen
des Applets verloren gehen. Die Werte sollten daher immer vor dem Schließen
des Applets in einer zusätzlichen Textdatei mit „Copy und Paste“ abgespeichert
werden.
Alternativ kann auch ein analoges Computerprogramm zur Durchführung des
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Experiments benutzt werden, das die Möglichkeit bietet, die Daten direkt in einer
geeigneten Form in einer Datei abzuspeichern. Der Nachteil dieses Programms ist,
dass es lediglich lokal auf dem Rechner und nicht innerhalb eines Web-Browsers
ausgeführt werden kann, sodass das Programm nicht über Internet verfügbar
ist.3
5. Werte fitten:
Die Mittelwerte, das heißt die relativen Häufigkeiten, wie oft der Proband die
Rechtecklage richtig erkannt hat bezüglich der getesteten Intensitäten, sind bereits
nach der Versuchsdurchführung im Koordinatensystem eingezeichnet. Durch
Betätigen des Buttons „Werte fitten“ wird die logistische Funktion aus Gleichung
(3.1) zusätzlich in das Koordinatensystem eingezeichnet und sollte nun durch
Variation des Wendepunktes b und des Parameters a so verschoben und gestaucht
oder gestreckt werden, dass die Fehlerquadratsumme minimal wird.
6. Ermittlung der Tiefenwahrnehmungsfähigkeit:
Durch Betätigen des Buttons „Berechne Disparität“ erscheint ein Eingabefenster.
Durch die Angabe des Wendepunktes der visuell approximierten logistischen
Funktion, des Pupillenabstandes beider Augen und der Entfernung des Proban-
den zum Bildschirm während des Versuchs wird nun die Disparität und die
Bedeutung des Disparitätswertes für die Tiefenwahrnehmung berechnet.
7. Ergebnisspeicherung:
Wie bereits erwähnt, gehen die Daten mit Schließung des Programms verloren,
sodass eine Speicherung der Ergebnisse sinnvoll ist, bevor das Programm beendet
wird.
3.2.2 Reale Beispieldaten
Das Computerprogramm wurde in Workshops und Seminaren von Schülern und
Studenten erprobt. Daraus ergaben sich viele Beispieldatensätze, von denen einige
auf der mitgelieferten CD im Ordner „Schuelerworkshop/Versuchsdaten“ liegen. In
diesem Abschnitt wollen wir einen Beispieldatensatz4 genauer betrachten und die mit
dem Computerprogramm erforderlichen einzelnen Arbeitsschritte an diesem Beispiel
erläutern. In Abschnitt 3.3.3 werden wir weitere Beispieldaten analysieren. Hierbei
liegt der Schwerpunkt dann auf der visuellen und mathematischen Anpassung der
logistischen Funktion an die Versuchsdaten (Schritt 5) und der Interpretation des
Datenfits bezüglich der Tiefenwahrnehmung.
Nachdem der Schüler seine eigenen Daten eingegeben hatte und die Brillenart auf Rot-
Cyan-Brille umgestellt hatte, hat er seine maximale Intensität ermittelt. Diese ergab
einen Wert von 0, 8. Es sollten insgesamt 10 Tiefenreize getestet werden und jeder Tie-
fenreiz 10 mal dargeboten werden (d.h. jede Intensität wird 20 mal dargeboten, 10 mal
3Siehe Anhang B.1.
4Siehe Versuchsdaten von Schüler 11 auf der CD.
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mit einem Rechteck, das vor dem Bildschirm erscheint und 10 mal mit einem Rechteck,
das hinter dem Bildschirm erscheint). Da dies der Standardeinstellung entspricht,
waren keine Änderungen der Einstellungen notwendig. Der Schüler saß während des
Versuchs 1, 80 Meter vom Bildschirm entfernt. Nach dem ersten kompletten Versuchs-
durchlauf stellte sich heraus, dass eine maximale Intensität von 0, 8 zu gering war,
da alle Trefferwahrscheinlichkeiten unter 85 Prozent lagen. Somit musste diese etwas
erhöht werden. Der Schüler wiederholte den Versuchsdurchlauf mit einer Intensität
von 1, 0 und erhielt folgendes Ergebnis:
Intensität Anzahl richtig Anzahl falsch Trefferwahrscheinlichkeit
0, 2 10 10 0, 50
0, 4 10 10 0, 50
0, 6 15 5 0, 75
0, 8 20 0 1, 00
1, 0 18 2 0, 90
Nun fittete der Schüler seine Versuchsdaten und erhielt für die Parameter die Werte
a = 30 und b = 0, 6, wie in Abbildung 3.11 dargestellt.
Abbildung 3.11: Datenfit von realen Versuchsdaten.
Nach Betätigen des Buttons „Berechne Disparität“ und Angabe des Augenabstandes,
des Abstandes zum Bildschirm und des Parameters b, erhielt der Schüler als Ergebnis
die in Abbildung 3.12 dargestellte Disparitätswerte.
Bei den Versuchsdaten des Schülers ist der s-förmige Verlauf sehr schön zu erkennen.
Allerdings sind nicht alle Daten derart, dass dies direkt ersichtlich ist, wie beispielswei-
se bei dem folgenden Versuchsdaten eines anderen Schülers.
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Abbildung 3.12: Disparitätswerte.
Intensität Anzahl richtig Anzahl falsch Trefferwahrscheinlichkeit
0, 6 12 8 0, 60
1, 2 14 6 0, 70
1, 8 17 3 0, 85
2, 4 18 2 0, 90
3, 0 18 2 0, 90
Abbildung 3.13 zeigt den zugehörigen Datenfit.
Abbildung 3.13: Datenfit von realen Versuchsdaten.
§ 3.3
Auswertung der Versuchsdaten
In diesem Abschnitt wollen wir speziell auf den in Schritt 5 des vorangegangenen
Abschnitts beschriebenen Datenfit eingehen. Die Inhalte richten sich in erster Linie an
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mathematisch interessierte Schüler der Sekundarstufe II und an Mathematikstuden-
ten.
Die Anpassung einer logistischen Funktion an Versuchsdaten stellt eine Minimierungs-
aufgabe dar. Diese kann auf unterschiedlichem Niveau gehandhabt werden. Zum
einen können die Versuchsdaten, wie bereits angedeutet, visuell mit einer logistischen
Funktion gefittet werden. Zum anderen kann eine logistische Funktion aber auch
mathematisch optimal an die Versuchsdaten angepasst werden. Es stellt sich die Frage,
wann eine Anpassung eine gute Anpassung ist. Als Maß für eine gute Datenanpassung
wird üblicherweise die Summe der Fehlerquadrate genommen.
Im Folgenden wird zunächst die Methode der kleinsten Fehlerquadrate eingeführt.
Darauf basierend wird ein Geonext-Applet vorgestellt, das zum Verständnis der Feh-
lerquadratsumme als Maß für eine gute Anpassung beitragen soll. Im Anschluss daran
werden wir das Minimierungsproblem mathematisch lösen. Dazu verwenden wir das
Computeralgebrasystem Maple. Danach werden wir einige Beispielwerte diskutieren.
3.3.1 Methode der kleinsten Fehlerquadrate
Wie wir bereits festgestellt haben, eignet sich die logistische Funktion aus Gleichung
(3.1) die aus dem Stereoversuch erhobenen Daten zu fitten. Wesentlich bei dieser
Anpassung ist der Wert für die Parameter a und b, wie Abbildung 3.14 zeigt. Die
zu approximierenden Daten sind bei allen drei Datenfits identisch. Weiterhin ist die
Funktionsvorschrift aller Graphen gemäß der Funktionsgleichung (3.1). Allerdings
unterscheiden sich die jeweiligen Parameter a und b, wie der Funktionsgleichung aus
der Abbildung entnommen werden kann. Die Graphen aus (a) und (b) unterschei-
den sich im Parameter a, das heißt, sie haben im Wendepunkt eine unterschiedliche
Steigung. Der Abbildung kann entnommen werden, dass der Graph aus (a) eine ge-
ringere Steigung im Wendepunkt hat als der Graph aus (b). Also ist der Parameter
a beim Funktionsgraphen aus (a) kleiner. Die Graphen aus (a) und (c) unterscheiden
sich im Parameter b, das heißt, dass der Wendepunkt auf der x-Achse verschoben ist.
Der Graph aus (a) hat einen kleineren Wert für b. Somit ist der Wendepunkt weiter
links auf der x-Achse. Es ist ersichtlich, dass der Graph aus (a) die Daten am besten
approximiert, da die Datenpunkte nur minimal vom Funktionsgraphen abweichen.
Als Maß d für eine gute Approximation nimmt man üblicherweise die Summe der
Fehlerquadrate, die sich aus den horizontalen Abständen der Datenpunkte zum Funk-
tionsgraphen ergeben, wie in Abbildung 3.15 dargestellt. Die in der Skizze blau
eingezeichneten Fehler | f (xi)− pi| werden quadriert und anschließend aufsummiert.
Aufgrund des Quadrates spielt die Richtung des Abstandes keine Rolle, sodass der
Betrag weggelassen werden kann. Je kleiner diese Summe ist, desto besser ist die
Approximation.
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(a) (b)
(c)
f (x) = 12 +
1
2 · 11+e−3,12·(x−2,5)
f (x) = 12 +
1
2 · 11+e−6·(x−2,28)f (x) =
1
2 +
1
2 · 11+e−3,12·(x−2,28)
Abbildung 3.14: Datenfits mit unterschiedlichen Werten für die Parameter a und b.
Im Folgenden bezeichne (xi, pi) den erhobenen Datenpunkt i. Summieren wir die
Quadrate der Fehler auf, so ergibt sich für die Summe der Fehlerquadrate von n
Datenpunkten
d(a, b) :=
n
∑
i=1
( f (xi)− pi)2
=
n
∑
i=1
(
1
2
+
1
2
· 1
1+ e−a·(xi−b)
− pi
)2
. (3.2)
Aus der ursprünglichen Funktion f und den Versuchsdaten erhalten wir also eine
neue Funktion d, die von zwei Veränderlichen a und b abhängt. Ziel ist es, a und b so
zu bestimmen, dass d(a, b) minimal wird. Eine Funktion von zwei Veränderlichen zu
minimieren ist aufwendiger und schwieriger als die Minimierung einer Funktion mit
nur einer Veränderlichen. Wesentlich einfacher wird das Problem, wenn wir zunächst
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Abbildung 3.15: Fehlerquadrate.
-beispielsweise mit Hilfe des Datenfits aus dem Computerprogramm- den Parameter b
schätzen und in die Funktion d(a, b) einsetzen. Als Ergebnis erhalten wir eine Funktion
d∗(a), die nur noch eine Veränderliche a besitzt und im Vergleich zu d einfacher zu
minimieren ist.
Betrachten wir hierzu ein Beispiel. Ein Proband erhält folgende Versuchsdaten:
Intensität Trefferwahrscheinlichkeit
1, 00 0, 50
2, 00 0, 62
3, 00 0, 75
4, 00 0, 84
5, 00 0, 99
Der Datenfit mittels des Computerprogramms hat ergeben, dass der Parameter b
ungefähr bei 3, 1 liegt. Dieser Wert wird nun in d(a, b) eingesetzt und wir erhalten die
Funktion d∗(a). Diese gilt es nun zu minimieren. Betrachten wir den Graphen zu d∗(a),
der in Abbildung 3.16 dargestellt ist, sehen wir, dass das Minimum etwa bei a = 1, 2
liegt.
Später werden wir sehen, dass für die Bestimmung des Minimums von d∗(a) ebenso
wie für die Minimierung von d(a, b) ein geeignetes Computeralgebrasystem notwendig
ist. Um a und b so zu bestimmen, dass d(a, b) minimal wird, ist es sinnvoll, zunächst
b zu schätzen und d∗(a) zu minimieren, um gute Startwerte für a und b zu erhalten.
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Abbildung 3.16: Graph zu d∗(a).
Ohne Startwerte kann es vorkommen, dass keine zulässige Lösung gefunden wird, da
für die Minimierung numerische Verfahren herangezogen werden müssen.
Für ein tiefgehendes Verständnis, was es heißt, die Fehlerquadrate zu minimieren,
wurde ein Geonext-Applet in Form eines Spiels entwickelt, in dem ein Datensatz von
5 Datenpunkten mit einer logistischen Funktion gefittet werden soll. Ziel des Spiels
ist es, zum einen den Wendepunkt b der logistischen Funktion so zu verschieben und
zum anderen den Parameter a so zu verändern, dass die logistische Funktion die Daten
gut annähert. Oder anders ausgedrückt, dass die Summe der Fehlerquadrate minimal
wird.
Als erstes müssen die roten Punkte, die anfangs auf der x-Achse liegen, entsprechend
der Datenpunkte, die gefittet werden sollen, verschoben werden, wie Abbildung 3.17
verdeutlicht.
Nun wird mit Hilfe des Schiebereglers die logistische Funktion „eingeschaltet“. Es
erscheint der Funktionsgraph der logistischen Funktion mit dem Parameter a = 5
und dem Wendepunkt b = 2, 5. Mit Hilfe der Schieberegler unterhalb der x-Achse
können die Parameter a und b variiert werden. In einer Tabelle werden die Fehler, die
Fehlerquadrate und ihre Summe eingetragen. Direkt unterhalb der Fehlerquadratsum-
me wird der Wert für die Fehlerquadratsumme angezeigt, der erreicht werden muss,
um das Spiel zu gewinnen. Sobald die Summe der Fehlerquadrate die vorgegebene
Schranke unterschreitet, wird der Anwender gelobt. Es erscheint ein Pokal auf einem
roten Rechteck mit der Aufschrift „SUPER! GRATULATION!“. Da die x-Werte für
das Verständnis der Minimierung der Fehlerquadrate keine Rolle spielen, sind diese
bei dem Spiel stets auf 1, 2, 3, 4 und 5 gesetzt. Zusätzlich zur logistischen Funktion
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Abbildung 3.17: Applet vor dem Spiel.
kann auch die Summe der Fehlerquadrate in Abhängigkeit vom Parameter a angezeigt
werden.
Abbildung 3.18 zeigt das Applet während des Spiels. Der Graph der Fehlerquadrat-
summe ist hier ausgeschaltet. Die Fehlergrenze, die erreicht werden muss, um das
Spiel zu gewinnen, liegt bei 0, 001. Abbildung 3.19 zeigt dasselbe Applet nach dem
gewonnenen Spiel. Hier ist auch der Graph der Fehlerquadratsumme in Abhängigkeit
von a mit eingezeichnet.
Für das Spiel stehen mehrere Applets mit unterschiedlichen Schranken für die Feh-
lerquadratsumme zur Verfügung.5 Je nach Datensatz kann das Spiel bei einer zu
klein gewählten Grenze nicht gewonnen werden. Eine zu groß gewählte Grenze kann
dagegen je nach Datensatz zu schnell zum Sieg führen, sodass der Lerneffekt verlo-
ren geht. Die Wahl des Applets mit einer für den jeweiligen Datensatz geeigneten
Fehlerquadratsumme ist also entscheidend.6
3.3.2 Analyse der Ergebnisse mit Hilfe eines Computeralgebrasystems
Eine erste visuelle Auswertung der Versuchsdaten haben wir bereits kennengelernt.
Mit Hilfe des Computerprogramms hat der Anwender nach Durchführung des Stereo-
versuchs die Möglichkeit, die logistische Funktion aus Gleichung (3.1) visuell durch
Variation der Parameter a und b an die eigenen Daten anzupassen. Nun wollen wir
die logistische Funktion mathematisch optimal an die Versuchsdaten anpassen. Dazu
5Siehe Anhang B.2.
6Weitere Varianten des Spiels werden im Leitprogramm in Teil III dieser Arbeit beschrieben. Unter an-
derem gibt es auch eine Variante des Spiels, bei der die Skalierung auf der x-Achse nicht vorgegeben
ist, sodass das Spiel mit den individuellen Daten aus dem Stereoversuch gespielt werden kann.
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Abbildung 3.18: Applet während des Spiels.
müssen wir, wie im vorangegangenen Abschnitt 3.3.1 beschrieben, die Fehlerquadrat-
summe aus Gleichung (3.2) minimieren. Für das Lösen dieser Minimierungsaufgabe
wurden mehrere Maple-Worksheets entwickelt, die diese auf unterschiedlichem Niveau
behandeln.7
Als Eingabe erwartet jedes Worksheet die Anzahl, sowie die Werte der getesteten
Reizintensitäten mit den zugehörigen relativen Häufigkeiten, wie oft sich der Proband
richtig entschieden hat. Die Ausgabe und Vorgehensweise der Berechnung variiert je
nach Worksheet.
Das Worksheet „DF_2AFC.mw“ geht bei der mathematischen Anpassung der lo-
gistischen Funktion an die anhand des Stereoversuchs erworbenen Versuchsdaten
schrittweise vor. Der Parameter b wird zunächst auf einen vorher geschätzten Wert
für b gesetzt. Ein geeigneter Schätzwert für b ergibt sich beispielsweise aus dem visu-
ellen Datenfit mittels des Computerprogramms. Er kann aber auch per „Augenmaß“
annähernd beim 75 %- Quantil abgelesen werden. Durch die Festsetzung von b hängt
die zu minimierende Funktion d(a, b) = d∗(a) aus Gleichung (3.2) nur noch von der
Variable a ab. Um einen ersten Eindruck von der Funktion d∗(a) zu bekommen, wird
diese zunächst geplottet. Das Worksheet bietet zwei verschiedene Wege, die Fehler-
quadratsumme d∗(a) zu minimieren: eine schulorientierte und eine Minimierung mit
Hilfe der von Maple mitgelieferten Funktion „Minimize“, die ein globales Minimum
7Alle Worksheets sind auf der beigefügten CD angehängt. Siehe auch Anhang B.3.
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Abbildung 3.19: Gewonnenes Spiel.
als Ergebnis liefert. Bei der schulorientierten Variante wird das Minimum schrittweise
mittels der in der Schule bekannten mathematischen Werkzeuge ermittelt. Dazu wird
die erste Ableitung bestimmt und auf 0 gesetzt. Man erhält ein mögliches Minimum.
Anschließend wird mit Hilfe des Vorzeichenkriteriums die Existenz des Minimums
überprüft. Es ist anzumerken, dass das Nullsetzen der ersten Ableitung einige Zeit
dauern kann. Alternativ zur schulorientierten Bestimmung des Minimums, kann das
globale Minimum direkt mit Hilfe der von Maple mitgelieferten Funktion „Minimize“
berechnet werden. Nachdem der Parameter a so bestimmt wurde, dass die Fehlerqua-
dratsumme d∗(a) minimal ist, wird nun die Fehlerquadratsumme berechnet und die
logistische Funktion geplottet.
Eine Frage, die sich nun stellt, ist, ob die Anpassung für andere Werte für b besser
wird. Oder anders ausgedrückt, ob die Fehlerquadratsumme kleiner wird, wenn auch
der Parameter b variiert. Das Problem wird somit zu einer Minimierung einer Funktion
mit zwei Veränderlichen a und b. Für die Minimierung von d(a, b) wird die von Maple
mitgelieferte Funktion „nonlinearFit“ zur Hilfe genommen. Da es sich bei dieser
Funktion um eine numerische Berechnung handelt, werden die bereits bestimmten
Werte für a und b als Startwerte der Funktion mit übergeben. Es erfolgt ein erneuter Plot
der logistischen Funktion, in der die neu berechneten Werte für a und b eingesetzt sind.
Abschließend folgt ein Vergleich beider Minimierungen in Form einer tabellarischen
Ausgabe von a, b und d(a, b).
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Das gerade beschriebene Worksheet nutzt die Fehlerquadratsumme als Maß für eine
gute Anpassung. Dieses Verfahren reagiert sehr empfindlich auf Ausreißer in den Ver-
suchsdaten. Das Worksheet „DF_2AFC_nNorm.mw“ bietet die Möglichkeit, die Summe
der Fehler mit einer beliebigen Norm zu minimieren. Dazu wird die Fehlersumme zur
Norm p aufgestellt und bezüglich der Parameter a und b minimiert.
Ein weiteres Worksheet mit dem Dateinamen „DF_2AFC_blackbox.mw“, welches von
den Berechnungen analog zum zweiten Worksheet arbeitet, ermöglicht eine direkte
Ausgabe aller Ergebnisse. Die notwendigen Berechnungen zur Minimierung werden
hierbei nicht schrittweise durchgeführt, sondern in einer Prozedur, sodass der Anwen-
der lediglich die Prozedur einmal aufrufen muss und direkt die geschätzten Werte für
die Parameter a und b sowie die Visualisierung der logistischen Funktion zusammen
mit den durch das Experiment erhaltenen Versuchsdaten benutzerfreundlich ausgege-
ben werden. Die Norm, mit der die Gesamtheit der Fehler betrachtet werden soll, wird
der Prozedur mit übergeben. Ein weiterer Unterschied zu den anderen beiden Work-
sheets ist die Dateneingabe. Diese erfolgt nicht in dem eigentlichen Maple-Worksheet,
sondern in einer separaten Datei, die mehrere Datensätze zur Verarbeitung enthal-
ten kann. Der Anwender muss eine Datei mit dem Namen „daten.dat“ im gleichen
Verzeichnis anlegen, in dem das Maple-Worksheet liegt.8
3.3.3 Analyse einiger Beispieldaten
In diesem Abschnitt wollen wir die visuelle und die mathematische Anpassung der
logistischen Funktion an gegebene Versuchsdaten anhand von einigen Beispielwerten
analysieren. Dazu betrachten wir zunächst die beiden Extremfälle, dass die Versuchs-
person entweder alle getesteten Tiefenreize oder keinen der getesteten Tiefenreize
richtig erkannt hat. In beiden Fällen liegen die Datenpunkte auf dem Graph einer kon-
stanten Funktion, da die Trefferwahrscheinlichkeiten zu den getesteten Reizintensitäten
immer bei 1 bzw. immer bei 0, 5 liegen. Ein Datenfit mittels einer logistischen Funktion
ist zwar in beiden Fällen möglich, allerdings führt dieser nicht zum gewünschten Ziel,
die Schwelle der Tiefenwahrnehmung ausfindig zu machen.
Verdeutlichen wir uns dies an dem Fall, dass der Proband jeden Tiefenreiz richtig
erkannt hat. Abbildung 3.20 visualisiert einen solchen Datensatz. Es wurden die
Intensitäten 0, 5, 1, · · · , 5 getestet. Die zugehörige Trefferwahrscheinlichkeit liegt für
jede Intensität bei 1. (a) zeigt die logistische Funktion mit der Parametereinstellung
a = 1 und b = −5, 2. In (b) dagegen sind die Parameter mit a = 100 und b = 0, 4
eingestellt. Sowohl in (a) als auch in (b) ist die Fehlerquadratsumme 0. Die Einstellung
der Parameter a und b ist also nicht eindeutig. Solange der Wendepunkt b links von
dem kleinsten getesteten Reiz liegt, gibt es immer eine Einstellung für a, sodass die
Fehlerquadratsumme nahezu 0 ist. Der Wert für den Wendepunkt der logistischen
8Details können in der Datei „Maple.pdf“, die sich auf der beigefügten CD im Ordner „Maple“ befindet,
nachgelesen werden.
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(a) Parametereinstellung: a = 1, b = −5, 2 (b) Parametereinstellung: a = 100, b = 0, 4
Abbildung 3.20: Visueller Datenfit mit der logistischen Funktion.
Funktion entspricht demnach nicht der minimalen Intensität der Punktverschiebung,
die bei dem Probanden noch eine Tiefenempfindung auslöst. Eine Aussage über die
Tiefenwahrnehmungsschwelle ist somit nicht möglich.
Zu ähnlichen Aussagen gelangt man, wenn selbst die maximale Reizintensität bei der
Versuchsperson zu keiner Tiefenwahrnehmung führt und die Trefferwahrscheinlichkeit
für jeden Reiz bei 0, 5 liegt. Solange der Wendepunkt b rechts vom größten getesteten
Reiz liegt, können die Versuchsdaten immer für einen bestimmten Parameter a optimal
angepasst werden. b erlaubt also auch in diesem Fall keine Rückschlüsse auf den
minimalen Punktversatz, der bei der Versuchsperson eine Tiefenempfindung auslöst.
Betrachten wir nun einen Datensatz, der auch etwas über die Tiefenwahrnehmung
aussagt. Die Praxis hat gezeigt, dass der Wert für den Parameter a beim visuellen
Datenfit stark vom Wert für a beim mathematischen Datenfit mittels Maple abweichen
kann. Dies ist vor allem dann der Fall, wenn die Versuchsdaten einen deutlich zu
erkennenden s-förmigen Verlauf annehmen. Der ausschlaggebende Parameter b ist
jedoch relativ stabil. Folgender Datensatz verdeutlicht diese Tatsache:
Intensität (horizontale Trefferwahrscheinlichkeit
Verschiebung in Pixel)
1, 00 0, 50
2, 00 0, 50
3, 00 0, 75
4, 00 1, 00
5, 00 1, 00
Bei diesen Daten handelt es sich um sehr „schöne“ Versuchsdaten, da sie sehr gut durch
eine logistische Funktion approximiert werden können. Die Trefferwahrscheinlichkeiten
zu den Reizintensitäten 1 und 2 liegen bei 0, 5, was mit der Ratewahrscheinlichkeit
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übereinstimmt. Daraus kann man schließen, dass eine Reizintensität von 1 und 2 bei
der Versuchsperson keine Tiefenempfindung auslöst. Die Trefferwahrscheinlichkeiten
bei den Intensitäten 4 und 5 liegen bei 1. Diese Intensitäten führen also immer zu einer
Tiefenempfindung. Bei der Darbietung der Intensität 3 entscheidet sich der Proband zu
75 Prozent für die richtige Rechtecklage. Das heißt, dass 3 genau der Intensitätswert
ist, der bei der Versuchsperson gerade noch eine Tiefenempfindung hervorruft. Also
sollte der Wendepunkt der angepassten logistischen Funktion bei 3 liegen.9
Sowohl das Computerprogramm zum Stereoversuch als auch das Maple-Worksheet
liefern genau dieses Ergebnis, wie Abbildung 3.21 zeigt. (a) zeigt die optimale visuelle
Einstellung der Parameter a und b und (b) visualisiert die Ergebnisse, die man mittels
Maple erhält. In (a) erhält man, wie erwartet, für den Parameter b den Wert 3 und
in (b) den Wert 3, 000009. Dass Maple nicht exakt 3 als Ergebnis liefert, liegt daran,
dass Maple für die Minimierung ein numerisches Verfahren anwendet, das nach
einer bestimmten Abbruchbedingung mit der Berechnung aufhört. Der Wert für den
Parameter a unterscheidet sich in (a) und (b) um 3, 4 Pixel. Das liegt daran, dass bei der
visuellen Anpassung die gerundete Fehlerquadratsumme betrachtet wird. Wird a bei
dem visuellen Datenfit erhöht, so bleibt die angezeigte Fehlerquadratsumme weiterhin
0.
(a) Visueller Datenfit: a = 6, b = 3, r2 = 0. (b) Datenfit mit Maple: a = 9, 43, b = 3, 000009,
r2 = 0.
Abbildung 3.21: Datenfit mit der logistischen Funktion.
Berücksichtigt man mehr Nachkommastellen, so kann festgestellt werden, dass sich
der Datenfit verbessert, je größer a gesetzt wird. Dass der Datenfit mittels Maple
unter diesem Aspekt für den Parameter a keinen größeren Wert als Ergebnis liefert,
kann ebenfalls auf das Abbruchkriterium der von Maple durchgeführten numerischen
Berechnung zurückgeführt werden.
9Die beste Approximation wäre in diesem Fall sogar eine Treppenfunktion mit einem diskreten
Übergang bei der Intensität 3.
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Die bisher diskutierten Datensätze entstanden nicht aus realistischen Versuchsdurch-
führungen, sondern wurden vorgegeben, um die drei Extrembeispiele aufzuzeigen. So
ist es beispielsweise unrealistisch, dass eine Versuchsperson jede Reizintensität, die
bei ihm zu keiner Tiefenwahrnehmung führt, zu exakt 50 Prozent richtig rät. Auch
eine 100-prozentige Trefferwahrscheinlichkeit zu jedem Tiefenreiz ist nicht realistisch,
wenn vorab die maximale Intensität mittels des Computerprogramms bestimmt wurde.
Die übertrieben „schönen“ Versuchsdaten des zuletzt diskutierten Datensatzes werden
in der Regel ebenfalls nicht in dieser Form als Ergebnis einer Versuchsdurchführung
erzielt.
Abschließend wollen wir einen Datensatz betrachten, der authentische Versuchsdaten
aufweist:
Intensität (horizontale Trefferwahrscheinlichkeit
Verschiebung in Pixel)
1, 00 0, 50
2, 00 0, 67
3, 00 1, 00
4, 00 1, 00
5, 00 0, 92
Den Daten kann entnommen werden, dass die Intensitätswerte 1 und 2 keine bzw.
kaum eine Tiefenempfindung auslösen. Eine Intensität von 3 und 4 führt hingegen
immer zu einer Tiefenwahrnehmung und eine Intensität von 5 zu 92 Prozent. Die
kleinste Intensität, die gerade noch eine Tiefenempfindung bei der Versuchsperson
auslöst, befindet sich zwischen 2 und 3, da die Trefferwahrscheinlichkeit bei einem Reiz
der Intensität 2 kleiner als 75 Prozent ist und bei einem Reiz der Intensität 3 größer als
75 Prozent. Abbildung 3.22 zeigt den visuellen und mathematischen Datenfit. (a) zeigt
die optimale visuelle Anpassung und (b) visualisiert die Anpassung, die man mittels
Maple erzielt. Die Schätzungen für den Parameter b stimmen in beiden Fällen überein,
wenn berücksichtigt wird, dass die Parameter beim hier verwendeten visuellen Datenfit
mit nur einer Nachkommastelle angegeben werden. Der Parameter a unterscheidet
sich bei den beiden Datenfits um 3, 47 Pixel.
Bei den Daten fällt auf, dass, obwohl die Trefferwahrscheinlichkeit bei einer Intensität
von 3 und 4 bei 100 Prozent liegt, diese bei einer Intensität von 5 wieder auf nur 92
Prozent sinkt. Zu solchen „Ausreißern“ kommt es bei der Versuchsdurchführung des
Öfteren, da bei einer hohen Anzahl von RDS-Darbietungen die Konzentration und ggf.
sogar die Motivation beim Probanden nachlassen.
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(a) Visueller Datenfit: a = 6, 8, b = 2, 1,
r2 = 0, 00695.
(b) Datenfit mit Maple: a = 10, 27, b = 2, 06,
r2 = 0, 006400.
Abbildung 3.22: Datenfit mit der logistischen Funktion.
§ 3.4
Datenanpassung an das Ja/Nein-Verfahren
Anstatt die logistische Funktion für ein 2-AFC-Verfahren aus Gleichung (3.1) an die Ver-
suchsdaten anzupassen, kann auch die logistische Funktion für ein Ja/Nein-Verfahren
für den Datenfit verwendet werden, wenn die Daten vorab entsprechend transformiert
werden.
Leiten wir uns die Datentransformation für den allgemeinen Fall her. Wir suchen
eine Transformation, damit wir statt der logistischen Funktion eines n-AFC-Verfah-
rens die logistische Funktion eines Ja/Nein-Verfahrens für den Datenfit verwenden
können. Nach der allgemeinen Funktionsvorschrift für eine logistische Fit-Funktion
aus Gleichung (2.1), können die Trefferwahrscheinlichkeiten pi, wobei i die Anzahl der
getesteten Reizintensitäten ist, beschrieben werden durch
pi =
1
n
+
(
1− 1
n
)
· 1
1+ e−a·(x−b)
⇔ pi −
1
n
1− 1n
=
1
1+ e−a·(x−b)
. (3.3)
Auf der rechten Seite steht die Funktionsvorschrift der logistischen Funktion eines
Ja/Nein-Verfahrens. x gibt dabei die horizontale Verschiebung der verschiedenfarbigen
Punkte in Pixel an. Somit folgt für die transformierten Trefferwahrscheinlichkeiten p˜i
p˜i =
pi − 1n
1− 1n
. (3.4)
Mit n = 2 erhalten wir für die Transformation der Trefferwahrscheinlichkeiten pi, die
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aus dem Stereoversuch hervorgehen
p˜i =
pi − 12
1− 12
= 2pi − 1.
Nun kann die logistischen Funktion
f (x) =
1
1+ e−a·(x−b)
(3.5)
an die transformierten Trefferwahrscheinlichkeiten p˜i mit den zugehörigen Intensitäten
angepasst werden. Für den Datenfit kann das Maple-Worksheet „DF_JaNein.mw“
herangezogen werden.
Die nachfolgende Tabelle zeigt einen Beispieldatensatz mit den Originaldaten pi und
den transformierten Daten p˜i:
pi 0, 51 0, 52 0, 70 0, 90 0, 99
p˜i = 2pi − 1 0, 02 0, 04 0, 40 0, 80 0, 98
Abbildung 3.23 visualisiert den Datenfit. In (a) wird der Datenfit der Originalwerte
mittels der logistischen Funktion für das 2-AFC-Verfahren dargestellt. In (b) ist der
Datenfit der angepassten Daten mittels der logistischen Funktion für das Ja/Nein-
Verfahren zu sehen. Der Abbildung kann entnommen werden, dass beide Anpassungen
die gleichen Werte für die Parameter liefern.
(a) Datenfit der Originaldaten: a = 2, 005 und
b = 3, 247.
(b) Datenfit der transformierten Daten: a =
2, 005 und b = 3.247.
Abbildung 3.23: Datenfit der Original- und transformierten Daten mit einer logisti-
schen Funktion.
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§ 3.5
Linearisierung
In diesem Abschnitt sollen die Originaldaten derart transformiert werden, dass eine
Gerade, auch Ausgleichsgerade genannt, für den Datenfit geeignet ist.10 Dazu for-
men wir die im letzten Abschnitt transformierten Trefferwahrscheinlichkeiten p˜i aus
Gleichung (3.3) weiter um:
p˜i =
1
1+ e−a·(x−b)
⇔ 1
p˜i
= 1+ e−a·(x−b)
⇔ 1
p˜i
− 1 = e−a·(x−b)
⇔ 1− p˜i
p˜i
= e−a·(x−b)
⇔ p˜i
1− p˜i = e
a·(x−b)
⇔ ln
(
p˜i
1− p˜i
)
︸ ︷︷ ︸
=:zi
= ax− ab (3.6)
Werden die Datenpunkte gemäß der linken Seite der Gleichung (3.6) transformiert, kann
der Datenfit auf das Problem der Bestimmung einer Ausgleichsgeraden f̂ (x) = ax− ab
zurückgeführt werden.
Durch die Linearisierung der Daten können die Parameter a und b relativ schnell „per
Hand“ berechnet werden: Es bezeichne I die Intensität. Für die Parameter a und b gilt
nach Schäfer:11
a = ∑
n
i=1(Ii − I)(zi − z)
∑ni=1(Ii − I)2
und
ab = z− I · a ⇒ b = z
a
− I (3.7)
Dabei werden die arithmetischen Mittel I und z durch
I =
1
n
n
∑
i=1
Ii und z =
1
n
n
∑
i=1
zi
berechnet.
Betrachten wir folgenden Beispieldatensatz:
10Historischer Hinweis: Der Übergang von einem logistischen in ein lineares Modell war vor allem vor
dem Zeitalter der Computer eine gängige Methode, um Datenpunkte zu fitten.
11Vgl Schäfer (2006).
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I 1 2 3 4 5
pi 0, 51 0, 52 0, 70 0, 90 0, 99
p˜i = 2pi − 1 0, 02 0, 04 0, 40 0, 80 0, 98
zi −3, 892 −3, 178 −0, 405 1, 386 3, 892
Anstatt nun die Trefferwahrscheinlichkeiten pi mittels der logistischen Funktion zu
fitten, werden die transformierten Daten zi mit einer Gerade gefittet. Abbildung 3.24
zeigt beide Datenfits. In (a) wird der herkömmliche Datenfit mittels der logistischen
Funktion dargestellt. Für die Parameter a und b ergibt sich ein Wert von 2, 005 und
3, 247. (b) visualisiert den Datenfit der transformierten Daten mittels einer Ausgleich-
geraden. Mit Hilfe des Maple-Worksheets „DF_Linearisierung“ erhält man für den
Parameter a den Wert 2, 013 und für a · b den Wert 6, 479, also für b den Wert 3, 219.12
Es fällt auf, dass sich a und b bei der Datenanpassung mittels der logistischen Funktion
(a) Datenfit der Originaldaten mittels ei-
ner logistischen Funktion: a = 2, 005 und
b = 3, 247.
(b) Datenfit der transformierten Daten
mittels einer Ausgleichsgeraden: a =
2, 013 und b = 3, 219.
Abbildung 3.24: Datenfit der Originaldaten und der linearisierten Daten.
und der Datenanpassung der transformierten Daten durch eine Ausgleichsgerade
unterscheiden. Das liegt daran, dass durch die Transformation die Minimaleigenschaft
verloren geht und somit nur eine Näherungslösung erzielt wird. Genauer wird in (a)
die Funktion
d(a, b) =
5
∑
i=1
(
1
2
+
1
2
· 1
1+ e−a(xi−b)
− pi
)2
12Zum gleichen Ergebnis kommt man, wenn man die Parameter mit Hilfe der in Gleichung (3.7)
aufgestellten Formel berechnet.
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minimiert und in (b) die Funktion
dtransfo(a, b) =
5
∑
i=1
(axi − ab− zi)2
=
5
∑
i=1
(
axi − ab− ln
(
2pi − 1
2− 2pi
))2
.
Dennoch scheint auf den ersten Blick die Linearisierung von Versuchsdaten, die
anschließend mittels einer Ausgleichsgeraden gefittet werden, eine gute und einfa-
che Alternative zum logistischen Datenfit zu sein. Jedoch hat diese Transformation
einen erheblichen Nachteil. Nicht alle Versuchsdaten lassen sich ohne weiteres nach
Gleichung (3.6) transformieren, da häufig Werte auftreten, für die der Ausdruck
zi := ln
(
p˜i
1− p˜i
)
= ln
(
2pi−1
2−2pi
)
nicht definiert ist. Beim Stereoversuch treten für die Tref-
ferwahrscheinlichkeiten oft die Werte 1 oder 0, 5 auf. Folgender Datensatz verdeutlicht
die Problematik:
I 1 2 3 4 5
pi 0, 50 0, 50 0, 70 0, 90 1, 00
p˜i 0 0 0, 40 0, 80 1, 00
zi nicht definiert nicht definiert 0, 405 −1, 386 nicht definiert
Mit diesen Daten ist die Bestimmung einer Ausgleichsgerade nicht möglich.
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Kapitel Vier
Variante des Experiments
In diesem Kapitel wird ein weiteres Experiment zur Tiefenwahrnehmung vorgestellt,
bei dem Random-Dot-Stereogramme zum Einsatz kommen. Auch hierzu wurde ein
Computerprogramm entwickelt, welches den Anwender durch das Experiment führt.
Es gleicht vom Aufbau her dem Computerprogramm aus dem in Abschnitt 3.1 beschrie-
benen Applet. Der wesentliche Unterschied des Experiments liegt in der Fragestellung
während der Darbietung der RDS. Die Frage lautet diesmal nicht, ob das Rechteck vor
oder hinter der Bildschirmebene erscheint, sondern an welcher Stelle ein Rechteck aus
der Bildschirmebene herauskommt.
Die Arbeitsschritte, die in Abschnitt 3.2 beschrieben wurden, sollten analog abgearbeitet
werden.
Im Folgenden betrachten wir zunächst die Darbietung der Random-Dot-Stereogramme.
Anschließend gehen wir auf die visuelle Darstellung der Daten, die mittels der RDS
erhoben werden, ein.
§ 4.1
Unterschiede bezüglich der Random-Dot-Steregramme
Analog zur ersten Variante des Experiments werden dem Probanden nacheinander
mehrere RDS-Diagramme dargeboten. Der Proband muss bei dieser Variante angeben,
wo ein Rechteck aus der Bildschirmebene herauskommt. Dabei gibt es acht verschiede-
ne Möglichkeiten, wo sich das hervorstehende Rechteck auf dem Bildschirm befinden
kann, wie Abbildung 4.1 zeigt.
Durch entsprechenden Tastendruck signalisiert der Proband dem Rechner, an wel-
cher Stelle auf dem Monitor er das Rechteck wahrnimmt. Welche Taste für welche
Rechteckposition gedrückt werden soll, kann der Abbildung 4.2 entnommen werden.
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Abbildung 4.1: Mögliche Positionen des Rechtecks.
Abbildung 4.2: Tastendruck zum Signalisieren der Rechteckposition.
Die Intensität, mit der das Rechteck vor der Bildschirmebene erscheint, variiert bei
jedem RDS. Wie auch bei der ersten Variante des Experiments muss sich der Pro-
band bei jedem RDS entscheiden, unabhängig davon, ob die aktuelle horizontale
Punktverschiebung beim Probanden eine Tiefenempfindung hervorruft.
§ 4.2
Graphische Darstellung der Ergebnisse
Die mittels des Computerprogramms erhobenen Ergebnisdaten können, analog zu den
Ergebnisdaten aus dem ersten Experiment, sowohl visuell mit Hilfe des Programms als
auch mathematisch mit Hilfe von Maple-Worksheets mit einer logistischen Funktion
gefittet werden.
Bei diesem Experiment, bei dem der Proband angeben muss, in welchem Bereich
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des Bildschirms er ein hervorstehendes Rechteck wahrnimmt, handelt es sich um
ein 8-AFC Experiment, da der Proband 8 verschiedene Antwortmöglichkeiten hat.
Die Wahrscheinlichkeit, dass der Proband die Rechteckposition richtig rät, obwohl er
aufgrund eines zu geringen horizontalen Versatzes der Punkte, das hervorstehende
Rechteck nicht wahrnimmt, liegt bei 18 = 12, 5 Prozent. Somit ist die zur Beschreibung
der Daten verwendete logistische Funktion immer größer als 18 . Weiter wird die
Schwelle, das heißt der kleinste horizontale Pixelversatz, der bei dem Probanden
zu einer Tiefenwahrnehmung führt, bei einer Trefferwahrscheinlichkeit von 916 =
0, 5625 abgelesen. Die Funktionsvorschrift der logistischen Funktion ist bei dieser
Versuchsvariante durch
f (x) =
1
8
+
(
1− 1
8
)
· 1
1+ e−a·(x−b)
=
1
8
+
7
8
· 1
1+ e−a·(x−b)
(4.1)
definiert. Eine Erklärung hierzu wurde bereits in Kapitel 2 geliefert.
Analog zum ersten Experiment können die Ergebnisdaten so transformiert werden,
dass sie mittels einer logistischen Funktion für das Ja/Nein-Verfahrens aus Gleichung
(3.5) gefittet werden können. In Gleichung (3.4) aus Abschnitt 3.4 haben wir bereits für
den allgemeinen Fall n eines n-AFC-Verfahrens die Datentransformation hergeleitet.
Für den Fall n = 8 ergibt sich für die transformierten Trefferwahrscheinlichkeiten
p˜i =
8
7
pi − 17.
Die angepassten Daten können analog zur Gleichung (3.6) linearisiert werden durch
zi := ln
(
p˜i
1− p˜i
)
= ax− ab, (4.2)
sodass der Datenfit auf das Problem der Bestimmung einer Ausgleichsgeraden zurück-
geführt werden kann.
Für die Ergebnisauswertung mit Hilfe von Maple stehen die Maple-Worksheets
„DF_8AFC.mw“, „DF_JaNein.mw“ und „DF_Linearisierung_8AFC.mw“ zur Verfü-
gung.1
§ 4.3
Ein Beispieldatensatz
In diesem Abschnitt wollen wir einen Beispieldatensatz diskutieren, der aus dem
zweiten Experiment mit Hilfe des Computerprogramms gewonnen wurde. Die Ver-
suchsdurchführung lieferte den Datensatz
1Siehe Anhang B.3.
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Intensität (horizontale Trefferwahrscheinlichkeit
Verschiebung in Pixel)
1, 00 0, 1
2, 00 0, 2
3, 00 0, 4
4, 00 0, 9
5, 00 1, 0
Den Daten kann entnommen werden, dass der Proband bei einer Intensität von 1 und
2 die Position des hervorstehenden Rechtecks nicht sicher bestimmen konnte. Bei einer
Intensität von 5 dagegen hat der Proband die Position des Rechtecks immer richtig
erkannt. Da die Schwelle beim 56, 25 %-Quantil abgelesen wird, liegt der Intensitätswert,
der bei dem Probanden noch eine Tiefenwahrnehmung auslöst, zwischen 3 und 4.
Durch den Datenfit des Computerprogramms wird dieser Wert zunächst visuell be-
stimmt. Anschließend wird der Wert mit Maple mathematisch berechnet. Abbildung
4.3 zeigt den jeweiligen Datenfit. (a) zeigt die optimale visuelle Einstellung der Para-
meter a und b und (b) visualisiert die Ergebnisse, die man mittels Maple erhält. Beide
Varianten liefern in etwa die gleichen Ergebnisse.
(a) Visueller Datenfit: a = 2, 6, b = 3, 3,
r = 0, 00347.
(b) Datenfit mit Maple: a = 2, 65, b = 3, 27,
r = 0, 00317.
Abbildung 4.3: Datenfit mit einer logistischen Funktion.
Nun sollen die Daten transformiert werden, sodass sie mit einer Geraden gefittet wer-
den können. Für die Werte p1 und p5 treten die in Abschnitt 3.5 bereits angesprochenen
Probleme auf. Für p1 kann der transformierte Wert z1 nicht gebildet werden, da der
Logarithmus nur für positive Argumente definiert ist. Weiter kann z5 nicht bestimmt
werden, da die Division durch 0 nicht erlaubt ist. Für die Berechnung mit Maple wird
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daher p1 = 0, 126 ≈ Ratewahrscheinlichkeit und p5 = 0, 999 gesetzt. Nach Formel (4.2)
ergibt sich für die transformierten Daten:
I 1 2 3 4 5
pi 0, 126 0, 200 0, 400 0, 900 0, 999
p˜i = 87 pi − 17 0, 001 0, 086 0, 314 0, 886 0, 999
zi −6, 907 −2, 363 −0, 781 2, 051 6, 907
Abbildung 4.4 visualisiert den Datenfit der transformierten Daten mit Hilfe einer
Ausgleichsgeraden.
Abbildung 4.4: Datenfit der transformierten Daten mittels einer Ausgleichsgeraden:
a = 3, 151 und b = 3, 070.
Beim Vergleich der Parameter, die die verschiedenen Auswertungen liefern, stellt man
fest, dass die Werte für a und b bei der visuellen Datenanpassung und der logisti-
schen Approximation mittels Maple annähernd gleich sind. Bei der Linearisierung der
transformierten Daten weisen die Parameter einen größeren Unterschied auf. Es ist
anzumerken, dass dieser Unterschied nicht auf die manipulierten Werte von p1 und
p5 zurückzuführen ist. Werden die Wahrscheinlichkeiten p1 = 0, 126 und p5 = 0, 999
auch für den logistischen Datenfit gesetzt, erhält man für die Parameter die Werte
a = 2, 633 und b = 3, 270. Beim Datenfit der transformierten Daten mittels einer Aus-
gleichsgeraden erhält man für die Parameter die Werte a = 3, 151 und b = 3, 070. Diese
Unterschiede sind auf das bereits in Abschnitt 3.5 angesprochene Problem zurückzu-
führen, dass durch die Transformation das Ergebnis beeinflusst wird, da die für den
jeweiligen Datenfit zu minimierenden Fehlerquadratsummen d(a, b) und dtransfo(a, b)
verschieden sind.
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Teil II
Tiefensehen und Geometrie
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Übersicht zu Teil II
Im zweiten Teil der Arbeit wird die Geometrie der Tiefenwahrnehmung behandelt, mit
dem Ziel das Tiefensehen mit Hilfe eines Modells darzustellen, zu beschreiben und
anschließend zu analysieren. Dabei wird das Modell zum einen konstruktiv mit Hilfe
eines dynamischen Geometriesystems betrachtet und analysiert. Zum anderen wird das
Modell mathematisch beschrieben, analysiert und anschließend weiter vereinfacht.
Der zweite Teil umfasst fünf Kapitel, beginnend mit Kapitel fünf als Kapitelnumme-
rierung. Das fünfte Kapitel liefert die optischen Grundlagen des Sehens. Nach kurzer
Erläuterung des Augenaufbaus und der Funktionsweise eines Auges wird ein stark
vereinfachtes Modell vorgestellt, mit dessen Hilfe der komplizierte Sehvorgang auf
die für diese Arbeit wesentlichen Aspekte des Sehens reduziert wird und das für
Schüler angemessen ist. Dieses Wissen reicht aus, um die Inhalte der weiteren Arbeit
zu verstehen. In einem mit „*“ gekennzeichneten Abschnitt, werden physikalische
Grundlagen zu Optik und Linsen, die im Zusammenhang mit dem Augenmodell eine
Rolle spielen, erläutert.
Im sechsten Kapitel wird auf das beidäugige Tiefensehen eingegangen, das dadurch
zustande kommt, dass der Mensch zwei Augen hat, die sich an verschiedenen Stellen
am Kopf befinden. Zunächst werden einige kleine Experimente vorgestellt, die dem
Leser den Unterschied zwischen dem Sehen mit zwei Augen und dem Sehen mit
nur einem Auge näher bringen sollen. Anschließend wird ein Modell vorgestellt,
welches das Sehen mit zwei Augen beschreibt. Eine wichtige Einschränkung bei diesem
Modell ist die Festlegung, dass beide Augen geradeaus in die Ferne schauen. Es
folgt ein „*“-Abschnitt, in dem einige Festlegungen für das Modell motiviert werden.
Aufbauend auf dem ersten Modell wird dann ein weiteres Modell eingeführt, bei dem
die Augen nicht notwendigerweise in die Ferne schauen müssen, sondern der Blick
auch auf konkrete Gegenstände gerichtet sein darf. Nachdem im Anschluss daran der
Bezug beider Modelle zur Realität hergestellt wurde, wird nun die Disparität, ein für
die Tiefenwahrnehmung ganz zentraler Begriff, eingeführt. Zum Schluss folgt eine
Zusammenfassung von Definitionen und Festlegungen, die für den weiteren Verlauf
der Arbeit von großer Wichtigkeit sind.
Im siebten Kapitel werden beide Modelle interaktiv mit Hilfe von zahlreichen Applets,
die mit einem dynamischen Geometriesystems erstellt wurden, visualisiert und analy-
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siert. Es werden erste Beobachtungen festgehalten, welche später auch mathematisch
verifiziert werden.
Das achte Kapitel erläutert, wie ein Tiefeneindruck künstlich erzeugt werden kann, wie
also auf einer ebenen Fläche scheinbare Tiefenunterschiede hervorgerufen werden kön-
nen. Zunächst wird ein Verfahren erklärt, wie das menschliche Gehirn bezüglich der
Tiefenwahrnehmung von Punkten, die eigentlich denselben Abstand zum Betrachter
haben, ausgetrickst werden kann, sodass die Entfernung eben dieser Punkte als unter-
schiedlich wahrgenommen wird. Dieses Verfahren wird ebenfalls anhand von Applets,
die mit einem dynamischen Geometriesystems entwickelt wurden, verdeutlicht. Die
mittels dieser Applets gewonnenen Entdeckungen werden anschließend mathematisch
hergeleitet. Danach wird speziell auf die Erzeugung von scheinbarer Tiefe an einem
Bildschirm eingegangen. Als Ergebnis erhält man eine Formel, mit der von künstlich
erzeugten Tiefenunterschieden am Bildschirm in Disparität umgerechnet werden kann.
Es folgen einige Ergänzungen zum ersten Teil der Arbeit. Disparitätsberechnungen,
die der Leser beim Stereoversuch „hinnehmen“ musste, werden nun durchleuchtet.
Kapitel neun beschäftigt sich mit der mathematischen Beschreibung und Analyse
des beidäugigen Sehens. Es werden Vorschriften hergeleitet, die das Modell des Tie-
fensehens beschreiben. Diese Vorschriften werden anschließend im Hinblick auf die
Feststellungen, die bereits mit Hilfe der Applets festgehalten wurden, aber auch bezüg-
lich weiterer Sachverhalte, analysiert. Am Ende des Kapitels werden die Vorschriften
zur Beschreibung des Modells durch geeignete Approximationsmethoden weiter ver-
einfacht.
Der zweite Teil der Arbeit richtet sich in erster Linie an mathematisch interessierte
Schüler, aber auch an Mathematiklehrer, die an einem authentischen und fachübergrei-
fenden Lehrmaterial interessiert sind. Kapitel 5 bis 8.1 können durchaus von Schülern
der Sekundarstufe I bearbeitet werden, sofern diese gewisse Vorkenntnisse aufweisen
(s.u.).
Leseanleitung
Nicht alle Inhalte des zweiten Teils dieser Arbeit bauen aufeinander auf. Einige Kapitel
und Abschnitte können auch losgelöst von anderen gelesen werden. Die Grundlagen
aus dem fünften und sechsten Kapitel bilden die Basis und sind daher für das Ver-
ständnis aller weiteren Inhalte des zweiten Teils notwendig. Für sehr eilige Leser ist
das Basiswissen zu den optischen Grundlagen des Sehens aus Abschnitt 5.1 und die
Zusammenfassung des beidäugigen Tiefensehens aus Abschnitt 6.7 ausreichend. Der
Leser erfährt in diesen beiden Abschnitten jedoch keine Hintergründe zur Modellbil-
dung. Um das Modell des beidäugigen Sehens nicht als gegeben hinzunehmen und
um die Modellbildung nachzuvollziehen, empfiehlt es sich für den normalen Leser das
gesamte sechste Kapitel ausgenommen von Abschnitt 6.3 zu lesen. Für sehr gründliche
Leser werden zum einen in Abschnitt 5.2 einige Ergänzungen zu den physikalischen
Grundlagen bezüglich Optik und Linsen beschrieben und zum anderen werden im
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Zusatzabschnitt 6.3 Hintergründe zum „scharf sehen“ angeführt. Diese beiden Zusätze
sind mit einem „* “ gekennzeichnet. Für das Verständnis beider Kapitel sind keine
Vorkenntnisse im Bereich der Mathematik, Biologie oder Physik notwendig.
In Kapitel sieben hat der Leser die Möglichkeit, das Modell des beidäugigen Sehens
experimentell zu analysieren. Es wird vorausgesetzt, dass der Unterschied zwischen
Bogen- und Gradmaß und der Begriff der Umkehrbarkeit bekannt sind. Zusätzlich
ist die Kenntnis des Peripheriewinkelsatzes hilfreich. Sehr eilige Leser, die lediglich
an der mathematischen Analyse des Modells interessiert sind, können dieses Kapitel
auslassen. Allerdings hat die konkrete Erprobung des Material gezeigt, dass auch für
mathematisch sehr begabte Schüler der Sekundarstufe II die experimentelle Analyse
für das Verständnis der späteren mathematischen Analyse sehr wertvoll ist.2
Das achte Kapitel, welches das Thema „scheinbare Tiefe“ behandelt, kann losgelöst
vom siebten Kapitel gelesen werden und bildet keine Voraussetzung für nachfolgende
Inhalte. Es ist besonders im Zusammenhang mit dem ersten Teil dieser Arbeit inter-
essant. Die experimentelle Untersuchung scheinbarer Tiefe aus Abschnitt 8.1 ist auch
für Schüler der Sekundarstufe I zugänglich. Es werden keine weiteren mathematischen
Kenntnisse abverlangt. Für Abschnitt 8.2 dagegen sind einige mathematische Fähigkei-
ten relevant, die erst in der Sekundarstufe II gelehrt werden. Für das Verständnis sind
der Strahlensatz, Ableitungsregeln und das Lösen von Gleichungen notwendig. Ab-
schnitt 8.3, der sich unmittelbar auf den ersten Teil der Arbeit bezieht, kann wiederum
auch von Schülern der Sekundarstufe I gelesen werden. Die Kenntnis des Dreisatzes
wird dabei vorausgesetzt.
Das neunte Kapitel, welches das Modell des beidäugigen Sehens mathematisch be-
schreibt und analysiert, richtet sich ausschließlich an Schüler oder Studenten, die über
ausreichende mathematische Kompetenzen aus der Sekundarstufe II verfügen. Notwen-
dig sind Ableitungsregeln, Lösen von Gleichungen und Ungleichungen, trigonometri-
sche Funktionen, insbesondere der Tangens und der Arcustangens, Winkelbeziehungen
in einem Dreieck, Bestimmung einer Tangentengleichung, Grenzwertbetrachtungen,
Abschätzungen und Umkehrfunktionen. Zusätzlich sind der Mittelwertsatz der Diffe-
rentialrechnung und absolute bzw. relative Fehlerbetrachtungen hilfreich.
2Siehe auch Anhang A.
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Kapitel Fünf
Optische Grundlagen des Sehens
Bevor wir uns mit der Tiefenwahrnehmung beschäftigen, wollen wir in diesem Kapitel
zunächst die physiologischen Grundlagen des Sehens zusammenfassen.
§ 5.1
Basiswissen
Das Auge ist ein sehr komplexes Organ, das Bilder von Gegenständen auf dem hinteren
Teil des Auges, die so genannte Netzhaut, abbildet. Da dieser Prozess sehr kompliziert
ist, ist es sinnvoll, den Sehvorgang angemessen durch ein Modell zu vereinfachen.
Die grundlegenden Komponenten eines Auges, die für die anschließende Modellierung
des Sehvorgangs von Bedeutung sind, sind die Hornhaut, die Linse und die Netzhaut
des Auges. Abbildung 5.11 zeigt einen Querschnitt durch ein Auge mit diesen drei
Elementen.
Netzhaut Hornhaut
Linse
Abbildung 5.1: Vereinfachter Augenaufbau.
Für spätere Überlegungen zum beidäugigen Sehen ist vor allem der Weg des ins
Auge treffenden Lichtes, das entweder direkt von einer Lichtquelle ausgeht oder von
1Bildquelle: Thoneick.
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Gegenständen reflektiert wird, von besonderem Interesse. Abbildung 5.22 visualisiert
den Lichtweg von einem Punkt P durch das Auge auf die Netzhaut, wo die optischen
Signale in elektrische umgewandelt und zur Auswertung ans Gehirn weitergeleitet
werden. Vom Punkt P gehen unendlich viele Strahlen ab. Einer dieser Strahlen ist in
der Abbildung eingezeichnet. Damit P wahrgenommen wird, muss das Licht auf die
Netzhaut treffen. Der Lichtstrahl wird auf dem Weg dorthin an drei Stellen gebrochen:
an der Hornhaut, beim Eintritt in die Augenlinse und beim Austritt aus der Augenlinse.
Die Brechungen sind in der Zeichnung zur Verdeutlichung nicht maßstabsgetreu
dargestellt. In der Realität wird der Strahl nur sehr geringfügig gebrochen.
Punkt P
auf der Netzhaut
Abbild von P
Brechung beim Austritt aus der Linse
Brechung beim Eintritt in die Linse
Brechung an der Hornhaut
Abbildung 5.2: Weg des Lichts, das von einem Punkt ausgeht, durch das Auge läuft
und am hinteren Teil des Auges auf die Netzhaut trifft.
Diese drei Brechungen können mit Hilfe von nur einer Linse simuliert werden. Abbil-
dung 5.33 verdeutlicht diese Vereinfachung. Wie bereits erwähnt, gehen vom Punkt
P unendlich viele Strahlen aus. Alle Strahlen, die auf die Hornhaut treffen, werden
von der Augenlinse so gebrochen, dass sie sich auf der Netzhaut bündeln. Einer der
Strahlen durchläuft die Linse ungebrochen. Dies ist der so genannte Zentralstrahl.
Punkt P
Zentralstrahl
Abbildung 5.3: Vereinfachung der drei Brechungen durch eine Linse.
2Bildquelle: Thoneick.
3Bildquelle: Thoneick.
102
5.1 Basiswissen
Alle Zentralstrahlen laufen durch den Mittelpunkt der Linse. Dieser Punkt wird auch
Knotenpunkt K genannt.4 Aufgrund der Tatsache, dass sich alle Lichtstrahlen, die von
einem Punkt ausgehen und die Augenlinse treffen, auf der Netzhaut bündeln, reicht
die Betrachtung des Zentralstrahls durch den Knotenpunkt aus, um das Abbild eines
Punktes auf der Netzhaut zu bestimmen. Abbildung 5.45 zeigt die Bestimmung des
Punktabbildes auf der Netzhaut mittels des Zentralstrahls. Man sieht drei verschiedene
Punkte mit ihren zugehörigen Zentralstrahlen durch den Knotenpunkt K. Jeder Punkt
wird auf eine andere Netzhautstelle abgebildet. Die Linse wird durch den Knotenpunkt
ersetzt.
Knotenpunkt K
Abbildung 5.4: Zentralstrahlen verschiedener Punkte.
Will man nun das Bild eines Punktes P auf der Netzhaut bestimmen, genügt es, die
Verbindungsgerade von P und K, welche auch Sehstrahl von P genannt wird, zu
betrachten. Um das Modell weiter zu vereinfachen, gehen wir vom dreidimensionalen
Raum zu einer zweidimensionalen Ebene über. Genauer betrachten wir nur noch den
horizontalen Schnitt durch das Auge, wie in Abbildung 5.56 dargestellt ist. Dadurch
Abbildung 5.5: Horizontalschnitt durch das Auge.
wird aus dem Punkt P im Raum ein Punkt in der Ebene und aus der kugelförmigen
Netzhaut wird ein Kreis. Abbildung 5.6 visualisiert die Modellierung. Das Auge wird
als Kreis mit einem Knotenpunkt K aufgefasst. Das Abbild von P auf der Netzhaut
wird durch den Sehstrahl von P bestimmt.
4Bei dieser Art von Linsen, die wir für unsere Modellierung heranziehen, ist der Knotenpunkt der
Mittelpunkt der Linse. Dies gilt jedoch nicht bei jeder Linse. Bei dicken Linsen stimmen Knoten-
punkt und Mittelpunkt der Linse nicht überein. Näheres hierzu kann im Ergänzungsabschnitt 5.2
nachgelesen werden.
5Bildquelle: Thoneick.
6Bildquelle: Cont.
103
5 Optische Grundlagen des Sehens
Abbildung 5.6: Stark vereinfachtes zweidimensionales Augenmodell.
§ 5.2
Physikalische Grundlagen zu Optik und Linsen*
In diesem Abschnitt wird auf die physikalischen Gesetze der Optik eingegangen,
die im Zusammenhang mit Lichtstrahlen, die ins Auge fallen, eine wesentliche Rolle
spielen.
Um die Brechung des Lichts, das ins Auge fällt und auf die Netzhaut trifft, genauer zu
erläutern, werden zunächst zwei weitere Komponenten eines Auges eingeführt: die
Augenkammer, die mit Kammerwasser gefüllt ist und der Glaskörper, bestehend aus
einem wasserklaren Gel.7 Abbildung 5.78 zeigt den erweiterten Augenaufbau.
Augenkammer
Glaskörper
Netzhaut Hornhaut
Linse
Abbildung 5.7: Erweiterter Augenaufbau.
Wie bereits erwähnt, werden die Lichtstrahlen auf dem Weg zur Netzhaut an der
Hornhaut, beim Eintritt in die Augenlinse und beim Austritt aus der Augenlinse
gebrochen. Genau genommen bezeichnet man mit Brechung den Durchgang von Licht
durch eine Grenzfläche, die zwei Medien voneinander trennt.9 An der Hornhaut findet
7Vgl. Schmidt und Thews (1997) S. 283.
8Bildquelle: Thoneick.
9Vgl. David Halliday (2007) S. 717.
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ein Übergang von Luft zum Kammerwasser statt, beim Eintritt in die Augenlinse ein
Übergang vom Kammerwasser zur Linse und beim Austritt aus der Linse ein Übergang
von der Linse zum Glaskörper. Abbildung 5.810 verdeutlicht diese Brechungen an den
jeweiligen Übergängen.
2. Kammerwasser - Linse
3. Linse - Glaskörper
1. Luft - Hornhaut und Kammerwasser
Abbildung 5.8: Lichtbrechung im Auge.
Um die Frage zu klären, an welchem Übergang die Lichtbrechung im Auge am stärks-
ten ist, betrachten wir zunächst die Brechung, die entsteht, wenn ein Lichtstrahl aus
dem Vakuum auf die Oberfläche eines Mediums fällt. Abbildung 5.9 stellt diesen
Vorgang schematisch dar. Die blauen Linien entsprechen den Lichtstrahlen. Der einfal-
lende Strahl ist der Lichtstrahl vor der Brechung. Dieser trifft mit dem Einfallswinkel α
auf die Oberfläche eines Mediums. Der gebrochene Strahl läuft unter dem Brechungs-
winkel β weiter. α und β werden dabei relativ zu einer senkrecht auf der Grenzfläche
stehenden Linie angegeben.
Nach Snellius gilt
sin α
sin β
= n.
Dabei bezeichne n die Brechzahl oder Brechungsindex des Mediums. Dieser gibt an,
um wie viel langsamer das Licht im Medium läuft als im Vakuum.11 Genauer gilt
n = cv , wobei v der Lichtgeschwindigkeit in dem entsprechenden Medium und c der
Lichtgeschwindigkeit im Vakuum entspricht.12
10Bildquelle: Beck (2003).
11Vgl. Meschede (2006) S. 487.
12Eine Herleitung hierzu kann in David Halliday (2007) S. 745 f. nachgelesen werden.
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Abbildung 5.9: Brechung: Ein Lichtstrahl fällt aus dem Vakuum auf die Oberfläche
eines Mediums.
Für den Übergang von einem Medium 1 in ein Medium 2 ergibt sich das Brechungsge-
setz
sin α
sin β
=
n2
n1
.
n1 und n2 sind die entsprechenden Brechungsindizes von Medium 1 bzw. von Medium
2. Es gilt die Beziehung, dass je größer der Quotient n2n1 ist, desto stärker auch die
Brechung ist. Abbildung 5.10 verdeutlicht diesen Sachverhalt. Der Lichtstrahl wird
in (a) beim Übergang von Medium 1 in Medium 3 deutlich stärker gebrochen als
in (b) beim Übergang von Medium 1 in Medium 2. Für die Quotienten ergibt sich
durch Einsetzen von α = 60◦ und β2 = 45◦ bzw. β3 = 20◦: n2n1 =
sin α
sin β2
≈ 1, 22 und
n3
n1
= sin αsin β3 ≈ 2, 53. Der Quotient ist also bei der stärkeren Brechung größer.
Anhand dieses Kriteriums wollen wir nun herausfinden, an welchem Übergang die
Lichtbrechung im Auge am stärksten ist. Man hat folgende Werte für die Brechungsin-
dizes, die sich bei der Brechung von Lichtstrahlen ergeben, welche aus dem Vakuum
auf die Oberfläche von Kammerwasser, Linse und Luft fallen:
• nKammerwasser ≈ nGlaskörper ≈ 1, 33,13
• nLinse ≈ 1.414 und
• nLuft=1,0.15
Die entsprechenden Quotienten für die drei Übergänge ergeben sich
• beim Übergang von Luft in Kammerwasser zu nKammerwassernLuft ≈ 1, 33,
13Vgl. Augustin (2007) S. 392.
14Vgl. Augustin (2007) S. 1198.
15Vgl. Augustin (2007) S. 1171.
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(a) Übergang von Medium 1 in Medium 3: α =
60◦ und β3 = 20◦.
(b) Übergang von Medium 1 in Medium 2: α =
60◦ und β2 = 45◦.
Abbildung 5.10: Zwei Brechungen unterschiedlicher Stärke.
• beim Übergang von Kammerwasser in die Linse zu nLinsenKammerwasser ≈ 1, 05 und
• beim Übergang von der Linse in den Glaskörper zu
nGlaskörper
nLinse
≈ 0, 95.
Also ist die Brechung beim Übergang von Luft in Kammerwasser, d.h. an der Hornhaut,
am stärksten, wie auch in Abbildung 5.8 angedeutet ist.
Aufgrund der Mehrfachbrechung des Lichtes auf dem Weg zur Netzhaut, werden
optische Systeme, wie das menschliche Auge, zusammengesetzte optische Systeme
genannt. Brechkraft, Brennweite und Bildgröße auf der Netzhaut können nach Geset-
zen der physikalischen Optik berechnet werden.16 Dies wollen wir anhand einer so
genannten Sammellinse etwas genauer betrachten.
Eine Sammellinse ist ein nach außen gewölbtes Glas, das alle Lichtstrahlen, die von
einem Gegenstand ausgehen und auf die Sammellinse treffen, in einem so genannten
Bildpunkt vereinigt. Dabei werden die Strahlen sowohl beim Eintritt in die Linse als
auch beim Austritt aus der Linse gebrochen.
Wir unterscheiden zwischen dicken und dünnen Sammellinsen. Für dünne Linsen
werden die Gesetze der optischen Abbildung besonders einfach. Aus diesem Grund
gehen wir im Folgenden von einer dünnen Linse aus. Abbildung 5.11 zeigt eine
solche Linse zusammen mit den für die Konstruktion des Bildes auf der Netzhaut
notwendigen Strahlen, dem Zentralstrahl und dem Parallelstrahl. Zentralstrahlen haben
wir bereits im vorangegangenen Abschnitt kennengelernt. Wir hatten sie charakterisiert
als diejenigen Strahlen, die den Mittelpunkt der Linse ungebrochen durchlaufen. Den
Schnittpunkt der Zentralstrahlen mit der optischen Achse, eine senkrecht durch die
Linsenmitte gedachte Linie, haben wir mit Knotenpunkt K bezeichnet. Parallelstrahlen
16Vgl. Schmidt und Thews (1997) S. 284.
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verlaufen parallel zur optischen Achse und werden zum Brennpunkt F2 hin gebrochen.
Die inversen Strahlen zu den Parallelstrahlen werden Brennstrahlen genannt. Sie fallen
durch den inversen Brennpunkt F1 ein und verlaufen nach dem Passieren der Linse
parallel zur optischen Achse.
Abbildung 5.11: Vereinfachte Sammellinse.
Es gilt die Linsenformel
1
f
=
1
g
+
1
b
,
wobei die Brennweite f den Abstand des Brennpunktes von der Linse angibt, die
Gegenstandsweite g den Abstand des Gegenstandes zur Linse und die Bildweite b
den Abstand des Abbildes zur Linse. Das Abbild eines Gegenstandes hängt von der
Gegenstandsweite g ab. Ist der Abstand größer als zwei Brennweiten, so wird das
konstruierte Bild verkleinert wiedergegeben, wie in Abbildung 5.11 zu sehen ist. Ist der
Abstand gleich zwei Brennweiten, so wird das konstruierte Bild gleich groß abgebildet.
Ansonsten wird das Bild vergrößert wiedergegen.17
Wie wir bereits festgestellt haben, ist das Auge ein zusammengesetztes optisches System
mit mehreren lichtbrechenden Medien. Es gibt verschiedene Modelle, die dieses System
beschreiben. Eines davon haben wir bereits in Abschnitt 5.1 kennengelernt. Bei diesem
Modell spricht man auch vom reduzierten Auge. Alle auftretenden Brechungen werden
auf nur eine Brechung reduziert, sodass das Auge mit einer dünnen Linse simuliert
werden kann.
Zur Visualisierung des Strahlenverlaufs und zur Bestimmung des Abbildes eines
betrachteten Punktes auf der Netzhaut genügen beim reduzierten Auge die Lage
17Vgl. Lindner u. a. (2006) S. 365-371.
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des Knotenpunktes und der Verlauf des entsprechenden Zentralstrahls, welcher un-
gebrochen den Knotenpunkt passiert. Alle anderen Strahlen, die von einem Punkt
auf die Linse treffen, durchlaufen zwar nicht den Knotenpunkt, werden aber -zumal
keine Sehfehler wie zum Beispiel Kurz- oder Weitsichtigkeit vorhanden sind- auf-
grund der Krümmungseinstellung der Augenlinse auf die gleiche Stelle der Netzhaut
abgebildet.
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Kapitel Sechs
Beidäugiges Tiefensehen
In diesem Kapitel wollen wir das beidäugige Tiefensehen einführen und angemessen
modellieren. Es werden zwei vereinfachte Modelle dargestellt, die das Sehen mit zwei
Augen modellieren. Es wird unterschieden, ob der Blick entspannt nach vorne gerichtet
ist oder ob der Blick auf einen festgelegten Punkt gerichtet ist. Das Abbild eines
betrachteten Punktes auf der Netzhaut des linken und rechten Auges wird so bestimmt,
wie es in Kapitel 5 dargestellt wurde. Beiden Modellen gemein ist, dass es einerseits
einen Fixpunkt gibt, das heißt einen Punkt, der von beiden Augen betrachtet wird
und andererseits einen weiteren Punkt, den sogenannten Referenzpunkt, dessen Lage
untersucht werden soll. Der wesentliche Unterschied der Modelle ist die Entfernung
des Fixpunktes vom Beobachter.
Sehr eilige Leser können in Abschnitt 6.7 einsteigen. Dieser gibt eine Zusammenfassung
aller wichtigen Festlegungen für das Modell des beidäugigen Sehens. Hintergründe
zur Modellbildung erfährt der Leser in diesem Abschnitt nicht. Diese werden in den
vorangehenden Abschnitten dargelegt.
§ 6.1
Experimente zum beidäugigen Sehen
Bereits im ersten Teil in Kapitel 1 wurde beschrieben, wie das beidäugige Tiefensehen
zustande kommt. An dieser Stelle soll das beidäugige Sehen nochmals aufgegriffen,
veranschaulicht und experimentell erkundet werden.
Experiment „Nähnadel“
Ein Nähfaden soll zunächst seitlich in eine Nähnadel eingefädelt werden. Anschließend
soll das Experiment mit nur einem geöffneten Auge wiederholt werden. Es ist zu
beobachten, dass das Einfädeln des Fadens mit nur einem Auge sehr schwierig ist. Man
trifft zunächst immer vor oder hinter das Nadelöhr. Dies ist darauf zurückzuführen,
dass nur mit beiden Augen die Entfernung der Nadel und die Position der Öhröffnung
richtig eingeschätzt werden kann.
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Experiment „Loch in der Hand“1
Bei diesem Experiment soll mit dem rechten Auge durch ein Rohr, beispielsweise ein
zusammengerolltes DIN-A4-Blatt, ein Gegenstand betrachtet werden. Die flache linke
Hand soll nun derart neben dem Rohr gehalten werden, dass sie den mit dem rechten
Auge fixierten Gegenstand vor dem linken Auge verdeckt. Die Hand kann nun auch ein
wenig an dem Rohr entlang verschoben werden, jedoch darf sich die Hand dabei nicht
zu nah am linken Auge befinden. Mit ein wenig Konzentration entsteht der Eindruck,
dass der Gegenstand auch mit dem linken Auge gesehen wird, allerdings durch ein
„Loch in der Hand“. Das liegt daran, dass die Augen zwei unterschiedliche Bilder
wahrnehmen. Das linke Auge sieht die Hand, während das rechte Auge im wahrsten
Sinne des Wortes in die Röhre schaut und durch das Ende des Rohrs lediglich einen
kleinen Ausschnitt der Umgebung erkennen kann. Diese zwei Bilder setzt das Gehirn
zu einem Bild zusammen. Dadurch entsteht der Eindruck, dass sich in der Hand ein
Loch befindet.
Experiment „Daumensprung“2
Man positioniert den Daumen ungefähr 10 Zentimeter vor den Augen. Nun schließt
man abwechselnd immer nur ein Auge. Der Daumen scheint hin und her zuspringen.
Der Eindruck wechselnder Positionen ist auf die unterschiedlich wahrgenommenen
Bilder zurückzuführen, die aufgrund der verschiedenen Blickwinkel entstehen. Da
der Abstand des Daumens zu den Augen sehr gering ist, sind die Blickwinkel sehr
unterschiedlich, sodass der Effekt stark auffällt. Durch Öffnen beider Augen werden
die beiden verschiedenen Bilder wieder zu einem einzigen räumlichen Bild verschmol-
zen.
Halten wir die wichtigen Aspekte, die die Experimente verdeutlicht haben, noch
einmal fest: Der Mensch besitzt zwei Augen, die sich an verschiedenen Positionen
am Kopf befinden. Dadurch sieht er zwei voneinander verschiedene Bilder. Aus den
Unterschieden der beiden Bilder kann das Gehirn den Tiefenunterschied von zwei
verschiedenen Gegenständen im Raum errechnen. Die Differenz der beiden Bilder
wollen wir etwas genauer untersuchen. Dazu benötigen wir ein geeignetes Modell.
§ 6.2
Modellierung des beidäugigen Sehens mit Fixpunkt im Unendlichen
Die Grundannahme dieses Modells ist ein entspannter Blick nach vorne. Das heißt,
dass die Augen keinen speziellen Punkt im Raum fixieren, sondern einen Punkt im
Unendlichen. Abbildung 6.1 zeigt die Situation. Beide Augen werden in Form von
Kreisen dargestellt mit den Knotenpunkten Kl bzw. Kr. Die Sehstrahlen des Fixpunktes
1Vgl. I.D.Artamonow (2006) S. 87 f.
2Vgl. Kebeck (1994) S. 67.
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zum linken und rechten Auge verlaufen parallel und treffen die Netzhäute mittig.
Diese Stellen werden mit Ol und Or bezeichnet.
OrOl
Kl Kr
Knotenpunkte
Netzhaut
Linkes Auge Rechtes Auge
Abbild des Fixpunktes auf der Netzhaut
...
...
Abbildung 6.1: Abbild eines Fixpunktes im Unendlichen auf der Netzhaut.
Neben dem Fixpunkt werden vom Betrachter noch weitere Punkte in Blickrichtung
des Fixpunktes wahrgenommen, die sogenannten Referenzpunkte. Abbildung 6.2
visualisiert das Abbild eines Referenzpunktes P auf der Netzhaut bezüglich des
Abbildes eines unendlich fernen Fixpunktes. Das Abbild von P auf der Netzhaut, also
die Netzhautstelle, auf die der Sehstrahl des Referenzpunktes im linken bzw. rechten
Auge trifft, wird mit Pl bzw. Pr bezeichnet. Der Abbildung kann man entnehmen,
dass die Netzhautstelle, auf die der Sehstrahl des Referenzpunktes trifft relativ zur
Netzhautstelle, auf die der Sehstrahl des Fixpunktes trifft, im linken und rechten Auge
verschieden ist. Als Maß für die Lage von Pl und Pr auf der Netzhaut dienen die Winkel
ϕl und ϕr, die durch die beiden Sehstrahlen im linken und rechten Auge entstehen.
Die Vorzeichen der Winkel spielen eine wichtige Rolle, um die Lage eines Referenz-
punktes eindeutig zu bestimmen, wie Abbildung 6.3 demonstriert. Hier sind zwei
voneinander verschiedene Referenzpunkte P und Q abgebildet, wobei beide Sehstrah-
len im rechten Auge auf dieselbe Netzhautstelle treffen, was zur Folge hat, dass die
Winkel ϕrP und ϕrQ identisch sind. Allerdings nehmen auch die Winkel ϕlP und ϕlQ
vom Betrag her den gleichen Wert an. Aus der Abbildung kann entnommen werden,
dass trotz der gleichen Winkelbeträge die Sehstrahlen im linken Auge nicht auf dieselbe
Netzhautstelle treffen.
Wie in der Elementargeometrie üblich, betrachtet man daher nicht nur die Beträge der
Winkel, sondern gibt den Winkel Vorzeichen, um Eindeutigkeit zu erhalten. Genauer
wird für die Angabe der Winkel folgende Vereinbarung getroffen: Befindet sich das
Abbild des Referenzpunktes auf der Netzhaut rechts von dem Abbild des Fixpunktes,
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Ol Or
ϕrϕl
Kr
Rechtes Auge
...
...
Kl
Linkes Auge
Pr
Pl
P
Abbildung 6.2: Abbild eines Referenzpunktes auf der Netzhaut in Bezug auf einen
unendlich entfernten Fixpunkt.
Ql
ϕlQ ϕlP Pr , Qr
Q
P
Pl
ϕrQ,P
Abbildung 6.3: Gleiche Winkelbeträge bei unterschiedlicher Lage zweier Referenzpunk-
te.
so nimmt der zugehörige Winkel einen negativen Wert an. Ansonsten ist der Winkel
positiv, wie Abbildung 6.4 verdeutlicht.
Nach dieser Festlegung gilt für die Lage der Punkte:
• Für ϕl > 0 und ϕr < 0 liegt der Referenzpunkt zwischen den beiden Sehstrahlen
des Fixpunktes.
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Abbildung 6.4: Vereinbarung zur Winkelmessung.
• Für ϕl > 0 und ϕr > 0 liegt der Referenzpunkt rechts vom Sehstrahl des
Fixpunktes zum rechten Auge.
• Für ϕl < 0 und ϕr < 0 liegt der Referenzpunkt links vom Sehstrahl des Fixpunk-
tes zum linken Auge.
• Für ϕl = 0 und ϕr < 0 liegt der Referenzpunkt auf dem Sehstrahl des Fixpunktes
zum linken Auge.
• Für ϕl > 0 und ϕr = 0 liegt der Referenzpunkt auf dem Sehstrahl des Fixpunktes
zum rechten Auge.
Natürlich sind nur Referenzpunkte von Interesse, die zusätzlich zum Fixpunkt wahr-
genommen werden. Mögliche Referenzpunkte liegen demnach nahe der Blickrichtung
des Fixpunktes.
Um das beidäugige Tiefensehen später analysieren zu können, benötigen wir zudem
die Entfernung eines Referenzpunktes zum Betrachter. Wir definieren diese Entfernung
d als den senkrechten Abstand des Referenzpunktes zu der Gerade durch die beiden
Knotenpunkte Kl und Kr, wie Abbildung 6.5 zeigt. Durch diese geschickte Wahl
der Entfernungsdefinition erhält man zwischen d und der Verbindungsstrecke KlKr
einen rechten Winkel, was wir später bei der Analyse des Modells ausnutzen werden.
Weiterhin werden wir im nachfolgenden Kapitel sehen, dass es für die Analyse kaum
einen Unterschied macht, ob wir den Abstand d oder beispielsweise den Abstand dm
des Referenzpunktes bis zum Mittelpunkt der Verbindungsstrecke KlKr verwenden.
§ 6.3
Stelle des schärfsten Sehens*
In diesem Zusatzabschnitt wird darauf eingegangen, welche Referenzpunkte scharf
wahrgenommen werden und womit diese Tatsache zusammenhängt. Später werden
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Abbildung 6.5: Entfernung eines Referenzpunktes zum Betrachter.
wir darauf basierend die Lage von Referenzpunkten weiter einschränken.
Referenzpunkte, die auf der Netzhaut maximal 1 Grad vom Fixpunkt abweichen,
werden am schärfsten wahrgenommen. Der Bereich, der bis zu 5 Grad vom Fixpunkt
abweicht, ist zwar noch klar erkennbar, wird aber nicht mehr scharf gesehen. Bei einem
Winkel von etwa 5 Grad beträgt die Sehschärfe ungefähr 50 Prozent.3
Die Begründung hierfür liegt im Aufbau der Netzhaut. Die Netzhaut besteht aus
lichtempfindlichen Rezeptoren: den Zapfen und den Stäbchen. Die Stäbchen, mit
denen lediglich Hell-Dunkelempfindungen wahrgenommen werden können, sind für
das Sehen in der Nacht zuständig. Mit den Zapfen wird am Tag gesehen. Mit ihnen
erkennt man sowohl Hell- Dunkelwerte als auch Farben. Die Netzhaut enthält etwa
120 Millionen Stäbchen und sechs Millionen Zapfen. Die Dichte der Zapfen ist in der
Mitte der Netzhaut am größten. Diesen Bereich nennt man Netzhautgrube, oder auch
Sehgrube. Es ist genau die Stelle des schärfsten Sehens. Da hier sehr viele Zapfen
aber keine Stäbchen vorhanden sind, ist die Netzhautgrube auf das Sehen am Tag
spezialisiert.4 Fixieren die Augen einen Punkt, so stellen sie sich stets so ein, dass der
fixierte Punkt genau auf die Netzhautgrube abgebildet wird. Dabei stehen die Augen
jedoch nicht still, sondern führen dauernd kleine ruckartige Bewegungen aus, mit
denen der betrachtete Punkt „abgetastet“ wird. Die Netzhautgrube befindet sich im
Zentrum des sogenannten gelben Flecks, ein kleiner Bereich5 in der Mitte der Netzhaut,
der immer noch eine sehr hohe Dichte an Zapfen aufweist. Werden Referenzpunkte auf
3Vgl. Goldstein (2008).
4Es gibt sogar eine Netzhautstelle, an der weder Zapfen noch Stäbchen sind. Diese Stelle nennt man
blinden Fleck. Eigentlich müsste man hier ein schwarzes Loch sehen. Dies ist jedoch nicht der Fall,
da das Gehirn diesen Fehler ausgleicht.
5Die Größenangabe zum gelben Fleck schwankt je nach Literaturangabe zwischen 2, 5 - 6 Millimeter.
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diesen Bereich abgebildet, werden sie immer noch nahezu so scharf wahrgenommen,
wie die Referenzpunkte, die auf die Netzhautgrube selbst abgebildet werden. Somit ist
der scharf wahrnehmbare Bereich durch die Größe des gelben Flecks bedingt. Bezüglich
des in Abschnitt 5.1 beschriebenen Augenmodells entspricht 1 Winkelgrad ungefähr
0, 29 Millimeter auf der Netzhaut.6
§ 6.4
Modellierung des beidäugigen Sehens mit Fixpunkt im Nahbereich
Bezüglich des Strahlenverlaufs des Fixpunktes und des betrachteten Referenzpunktes
ist dieses Modell ganz analog zum ersten Modell. Der wesentliche Unterschied besteht
darin, dass nun der Fixpunkt nicht mehr im Unendlichen angenommen wird, sodass die
beiden Sehstrahlen des Fixpunktes zum rechten und linken Auge nicht mehr parallel
sind, sondern im Fixpunkt zusammenlaufen. Die Lage des Fixpunktes ist beschränkt
durch das Fixierfeld, das heißt durch den Bereich, der mit beiden Augen gleichzeitig
ohne den Kopf zu bewegen überblickt werden kann. Dieser Bereich ist individuell
durch die Anatomie des Kopfes begrenzt und ist abhängig von dem Blickfeld, das
heißt von dem Bereich, der mit einem Auge ohne Kopfbewegung sichtbar ist. Das
gesamte horizontale Blickfeld eines Auges umfasst etwa einen Kegel von 90 Grad.
Das Fixierfeld ist genau der Bereich, der sowohl im Blickfeld des linken als auch im
Blickfeld des rechten Auges liegt. Abbildung 6.6 visualisiert die beiden Blickfelder und
das daraus resultierende Fixierfeld.
Wir vereinfachen die Fixpunktlage, indem wir davon ausgehen, dass der Kopf immer
so gedreht wird, dass der Fixpunkt mittig zwischen den Augen liegt. Die kleinste
Entfernung, in der noch scharf gesehen werden kann, liegt bei Jugendlichen ungefähr
bei 10 Zentimeter und nimmt mit zunehmenden Alter zu.7 Der Fixpunkt liegt demnach
mindestens 10 Zentimeter von den Augen entfernt. Abbildung 6.7 zeigt die Sehstrahlen
eines endlichen Fixpunktes F und eines Referenzpunktes P. Aus der Abbildung kann
entnommen werden, dass die Winkel, die die Sehstrahlen von F und P einnehmen im
linken und rechten Auge unterschiedlich sind.
Auch bei diesem Modell betrachten wir lediglich Referenzpunkte, die nahe der Blick-
richtung des Fixpunktes liegen. Begriffe, Bezeichnungen sowie die Definition der
gerichteten Winkel können bei diesem Modell unverändert vom Modell mit Fixpunkt
im Unendlichen übernommen werden.
6Vgl. Schmidt und Thews (1997) S. 278, 284-290.
7Vgl. Kühlke (2007) S. 134.
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Abbildung 6.6: Visualisierung vom linken und rechten Blickfeld und dem daraus
resultierenden Fixierfeld.
Ol
Or
ϕr
ϕl
Fixpunkt
KrKl
Linkes Auge Rechtes Auge
P
Pr
Pl
Abbildung 6.7: Abbild eines Referenzpunktes auf der Netzhaut in Bezug auf einen
symmetrisch zwischen beiden Augen liegenden endlichen Fixpunktes.
§ 6.5
Bezug zur Realität
Beide Modelle bilden das Sehen mit zwei Augen vereinfacht, aber für die Untersuchung
von Tiefe geeignet ab.
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Das erste Modell, bei dem der Fixpunkt im Unendlichen liegt, simuliert Situationen,
in denen ein Beobachter „durch die Luft“ schaut, ohne dabei einen ausgewählten
Punkt zu fixieren. Das zweite Modell dagegen beschreibt die Situation, in der ein
fest ausgewählter Punkt fixiert wird. Der Zusatz, dass dieser Fixpunkt im Nahbereich
liegt, kommt daher, dass bei Fixpunkten im Fernbereich das erste einfachere Modell
zur Modellierung herangezogen werden kann, da für weit entfernte Fixpunkte die
zugehörigen Sehstrahlen durch Parallelen angenähert werden können.8
§ 6.6
Disparität
Wie bereits ausführlich in Kapitel 1 des ersten Teils beschrieben und in Abschnitt 6.1
anhand einiger Experimente erkundet wurde, basiert das binokulare Tiefensehen auf
folgender Tatsache: Der Mensch verfügt über zwei Augen, die sich an verschiedenen
Positionen befinden. Aufgrund des Augenabstandes entstehen im linken und rechten
Auge unterschiedliche Netzhautbilder. Aus dem Grad der Verschiedenheit der Netz-
hautbilder kann das Gehirn die relative Entfernung eines Referenzpunktes bezüglich
eines Fixpunktes errechnen.
Die Tiefenwahrnehmung aufgrund von unterschiedlichen Netzhautbildern vermittelt
einen der stärksten und lebhaftesten Eindrücke räumlicher Tiefe.9 Wie den Abbil-
dungen 6.2 und 6.7 entnommen werden kann, liegt das Abbild des Referenzpunktes
bezüglich des Fixpunktes im Allgemeinen auf der linken und rechten Netzhaut an
unterschiedlichen Stellen, was bedeutet, dass die Winkel ϕl und ϕr, die die Netzhaut-
bilder eindeutig bestimmen, unterschiedliche Werte annehmen. Diese Verschiedenheit
ist genau die Information, die das Gehirn benötigt, um Lage und Tiefenunterschiede
von Referenzpunkten zu berechnen. Für eine exakte Beschreibung der verschiedenen
Netzhautbilder wird folgende Definition eingeführt:
(6.6.1) Definition (Disparität)
Die Differenz der Netzhautbilder im linken und rechten Auge zu einem Punkt P wird
mit Querdisparität, mit horizontaler Disparität oder einfach nur mit Disparität µ von P
bezeichnet. Sie ist definiert durch
µ = ϕr − ϕl. (6.1)
¦
Die Disparität, durch die das Gehirn Rückschlüsse über die Tiefe des Referenzpunktes
bezüglich des Fixpunktes erlangen kann, ist somit ein Maß für die Tiefenwahrnehmung.
In dieser Definition liegt unter anderem die Begründung dafür, warum wir den
8Der Begriff Nah- und Fernbereich wird an dieser Stelle nicht näher spezifiziert. Einen Überblick
verschafft das nachfolgende Kapitel.
9Vgl. Harmening (2007) S. 69.
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Horizontalschnitt durch das Auge betrachten und somit das kugelförmige Auge als
Kreis auffassen. Die Winkel ϕr und ϕl ergeben sich nämlich aus dem Schnitt zweier
Geraden in einer Ebene.
Die Fähigkeit, mit Hilfe von Disparitäten aus den beiden pro Auge wahrgenommenen
Einzelbildern ein dreidimensionales Bild zu rekonstruieren, wird querdisparates Tie-
fensehen genannt. Da es sich bei den Größen ϕl und ϕr um sehr kleine Winkelangaben
handelt, werden diese oft anstatt im Bogenmaß [rad] in Winkelsekunden [′′] angege-
ben.10 Um eine Vorstellung über die Größenangabe in Winkelsekunden zu erhalten,
betrachte man die Umrechnungstabelle 6.1.
Grad [in ◦] Bogenmaß [in rad] Winkelsekunden [in ′′]
1 pi180 3600
2, 8 · 10−4 4, 887 · 10−6 1
45 pi4 162000
Tabelle 6.1: Umrechnungstabelle von Grad, Bogenmaß und Winkelsekunden.
§ 6.7
Zusammenfassung
In diesem Abschnitt folgt eine Übersicht über die wichtigsten bisherigen Festlegun-
gen.
Grundlage für die Modellbildung ist Abbildung 6.8. Beide Augen, die anhand des
zweidimensionalen Augenmodells aus Abschnitt 5.1 dargestellt werden, fixieren einen
Fixpunkt. Untersucht wird die Lage eines Referenzpunktes. Die Lage des Referenz-
punktes bezüglich des Fixpunktes ist bestimmt durch die Winkel ϕl und ϕr, die durch
die Sehstrahlen des Fixpunktes und des Referenzpunktes entstehen.
Die Vorzeichen der Winkel werden nach folgender Definition bestimmt:
(6.7.1) Definition (Vorzeichen des Winkels)
(i) Wird der Referenzpunkt auf der Netzhaut links vom
Fixpunkt abgebildet, so gilt ϕ > 0,
(ii) wird der Referenzpunkt auf der Netzhaut rechts vom
Fixpunkt abgebildet, so gilt ϕ < 0. ¦
-+
Q
P’
O
Q’
P
Für die Lage eines Referenzpunktes wird festgesetzt, dass mögliche Referenzpunkte
nahe der Blickrichtung des Fixpunktes liegen.
10Vgl. Augustin (2007) S. 103.
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ϕl ϕr
Kl KrKrKl
Fixpunkt
Linkes Auge Rechtes Auge Linkes Auge Rechtes Auge
Fixpunkt
Referenzpunkt
Modell mit Fixpunkt im Unendlichen Modell mit Fixpunkt im Nahbereich
...
...
ϕr
ϕl
Referenzpunkt
Abbildung 6.8: Modell 1 vs. Modell 2.
Aus dem Grad der Verschiedenheit der Netzhautbilder, die durch die Winkel ϕl und ϕr
eindeutig bestimmt sind, kann das Gehirn Rückschlüsse über die relative Entfernung
eines Referenzpunktes bezüglich eines Fixpunktes errechnen.
(6.7.2) Definition
Diese Verschiedenheit der Netzhautbilder bezeichnen wir mit Disparität eines Punktes
µ = ϕr − ϕl.
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Kapitel Sieben
Experimente mit dem Konzeptmodell
In diesem Kapitel wollen wir die beiden Modelle des beidäugigen Sehens experimentell
untersuchen. Dazu führen wir zunächst einige Bezeichnungen ein, die für den weiteren
Verlauf der Arbeit gültig bleiben. Im zweiten Abschnitt werden einige Applets, die
vorab mit Hilfe des dynamischen Geometriesystems Geonext erstellt wurden, beschrie-
ben und Feststellungen bezüglich der Tiefenwahrnehmung, die anhand der Applets
beobachtet werden können, festgehalten.
§ 7.1
Bezeichnungen
Für die Untersuchung der Modelle werden einige Bezeichnungen festgehalten.
Abbildung 7.1 zeigt den Sehstrahl eines Referenzpunktes P durch das linke und rechte
Auge bis zur jeweiligen Netzhaut, wobei der Fixpunkt hier im Unendlichen liegt. Die
Abbildung stellt die gleiche Situation dar wie Abbildung 6.2. Allerdings sind hier nicht
nur die Strahlen vom Referenz- und Fixpunkt zum Auge eingezeichnet, sondern noch
weitere Strecken und Winkel, die für eine Analyse der Lage von Referenzpunkten hilf-
reich sind. Die Bezeichnungen können ohne Weiteres auf das Modell eines Fixpunktes
im Nahbereich übertragen werden.
Neben den bereits bekannten Bezeichnungen für die Knotenpunkte Kl und Kr und die
Winkel ϕl bzw. ϕr, werden folgende Bezeichnungen festgehalten:
d bezeichnet die Länge der Höhe von P auf die Strecke KlKr. Die Stufenwinkel zu ϕl
und ϕr an P werden mit ϕ′l und ϕ
′
r bezeichnet. Weiter geben die Punkte Pl und Pr die
Stellen an, wo der Sehstrahl des Referenzpunktes P die entsprechende Netzhautstelle
des linken und rechten Auges trifft. Ol bzw. Or bezeichnet die Netzhautstelle des linken
bzw. rechten Auges, die der Sehstrahl des Fixpunktes trifft, meist nur angedeutet durch
eine gestrichelte Linie.
Der Abstand der beiden Knotenpunkte zueinander wird mit a beschrieben. al bezeich-
net den Abstand von Kl zum Höhenfußpunkt HP und ar den analogen Abstand von Kr
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Abbildung 7.1: Vereinfachtes zweidimensionales Modell des Sehvorgangs.
zu HP. Später werden wir ϕl und ϕr mit Hilfe der Größen d, ar und al mathematisch
bestimmen.
Um dabei die Vorzeichen der Winkel gemäß Definition (6.7.1) zu berücksichtigen,
fassen wir die Größen al und ar als gerichteten Abstand auf und vereinbaren:
(7.1.1) Definition
(i) Liegt P links vom linken Auge, so ist al < 0. Ansonsten ist al > 0.
(ii) Liegt P rechts vom rechten Auge, so ist ar > 0. Ansonsten ist ar < 0. ¦
Abbildung 7.2 veranschaulicht die Definition für die gerichteten Abstände al und ar.
ϕ′l
ϕ′r
al ϕr
ϕl
dl
HP
ar
ϕl
ar
d
ϕ′l
HP
dr ddrdl
al
ϕ′r
ϕr
Abbildung 7.2: Modell des Sehvorgangs. Links: P liegt links vom linken Auge; al < 0
und ar < 0. Rechts: P liegt rechts vom rechten Auge; al > 0 und ar > 0.
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§ 7.2
Geonext-Applets
Die bereits beschriebenen Modelle des beidäugigen Sehens können mit Hilfe des dyna-
mischen Geometriesystems Geonext zum einen dargestellt und verdeutlicht werden
und zum anderen können erste Beobachtungen festgehalten werden. Die Applets
dienen somit nicht nur der Anschauung, sondern auch einer ersten experimentellen
Analyse des beidäugigen Sehens. Im Folgenden werden einige ausgewählte Applets
vorgestellt. Nach einer Fragestellung, die das jeweilige Applet beantworten soll, folgt
eine Beschreibung des Applets. Anschließend werden mögliche Experimente mit dem
Applet beschrieben und Beobachtungen, die mit Hilfe des entsprechenden Applets
gewonnen werden können, festgehalten. Die nachfolgenden Applets und weitere, sowie
Erklärungen zu diesen sind auf der beigefügten CD angehängt.1
7.2.1 Darstellung des Modells mit Fixpunkt im Unendlichen
Mit Hilfe dieses Applets können die Disparität µ und die Winkel ϕl und ϕr in Ab-
hängigkeit von der Entfernung des Referenzpunktes P untersucht werden und erste
fundamentale geometrische Eigenschaften festgehalten werden.
Fragestellung
• Welche Werte nimmt die Disparität an?
• Wie ändern sich die Winkel ϕl und ϕr und die damit einhergehende Disparität
in Abhängigkeit von der Entfernung des Referenzpunktes?
• Wann sind die Winkel ϕl und ϕr positiv bzw. negativ?
• Was passiert, wenn der Referenzpunkt symmetrisch zwischen beiden Augen
liegt?
Appletbeschreibung
Das Applet spiegelt das Modell des beidäugigen Sehens mit einem unendlich fernen
Fixpunkt wieder. Die zum Fixpunkt gehörigen Sehstrahlen sind durch gestrichelte
Linien angedeutet. Der Referenzpunkt P ist frei beweglich und kann durch Anklicken
mit der linken Maustaste verschoben werden. Durch die Verschiebung von P ändern
sich entsprechend die Längen- und Winkelangaben, welche dem Applet entnommen
werden können. Dabei kann P maximal 20 Zentimeter von den Augen entfernt werden,
wenn davon ausgegangen wird, dass der Abstand beider Knotenpunkte zueinander
6, 3 Zentimeter beträgt.2 Abbildung 7.3 zeigt zwei Screenshots des Applets mit jeweils
unterschiedlichen Positionen des Referenzpunktes.
1Siehe Anhang B.2.
26, 3 Zentimeter entspricht nach Mather (2006) S. 281 dem durchschnittlichem Augenabstand eines
Menschen.
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Abbildung 7.3: Screenshot des Applets zur Darstellung des Modells mit Fixpunkt im
Unendlichen.
Mögliche Experimente
Zunächst soll der Referenzpunkt P oberhalb der Knotenpunkte in der Ebene verscho-
ben werden. Dabei soll das Vorzeichen der Disparität beobachtet werden. Anschließend
wird der Disparitätswert in Abhängigkeit von der Entfernung zum Beobachter näher
untersucht. Dazu wird der Punkt P lediglich bezüglich seiner vertikalen Lage ver-
schoben. Um die horizontale Position konstant zu halten, kann in Geonext als Hilfe
ein Gitter unter Zeichenfläche→Gitter ein-/ausblenden eingezeichnet werden. Der Punkt
P soll nun so verschoben werden, dass er zu den beiden Knotenpunkten stets den
gleichen Abstand hat. Zu beobachten sind dabei die Werte der Winkel ϕl und ϕr.
Erkenntnisse
Durch Verschieben des Referenzpunktes oberhalb der Knotenpunkte kann festgestellt
werden, dass die Disparität immer negative Werte annimmt, was auf die Festlegung
der Winkelvorzeichen von ϕl und ϕr zurückzuführen ist, die für die Definition der
Disparität entscheidend sind. In Kapitel 5 wurde festgehalten, dass die kleinste Ent-
fernung, in der noch scharf gesehen werden kann, bei Jugendlichen ungefähr bei 10
Zentimetern liegt. Wird bei der Verschiebung des Referenzpunktes diese Mindestent-
fernung eingehalten, fällt auf, dass die Disparität nur Werte vom Betrag her kleiner
1 rad annimmt. Verschiebt man den Referenzpunkt nur in der vertikalen Richtung
können folgende Abhängigkeiten beobachtet werden: Je weiter der Referenzpunkt vom
Betrachter entfernt ist, das heißt je größer die Entfernung d ist, desto kleiner werden
die Beträge der Winkel und desto kleiner wird die Disparität vom Betrag her. Des
Weiteren kann anhand des Applets die Definition der Winkelvorzeichen verinnerlicht
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werden: Befindet sich der Referenzpunkt links von dem Sehstrahl des Fixpunktes zum
linken Auge sind beide Winkel negativ. Befindet er sich rechts vom Sehstrahl des
Fixpunktes zum rechten Auge nehmen beide Winkel einen positiven Wert an. Liegt
der Referenzpunkt zwischen den beiden Sehstrahlen, ist ϕl positiv und ϕr negativ.
Weiterhin kann beobachtet werden, dass die Winkel vom Betrag her gleich sind, sofern
der Referenzpunkt mittig zwischen beiden Augen liegt, das heißt sofern dl = dr gilt.
Zu beachten ist, dass die Disparität dann nicht 0 wird, sondern den Wert −2 · ϕl bzw.
2 · ϕr annimmt.
7.2.2 Analyse möglicher Referenzpunkte bzgl. des Modells mit Fixpunkt im Un-
endlichen
Bei dem gerade beschriebenen Applet zur Darstellung des Modells, bei dem der
Fixpunkt im Unendlichen liegt, kann der Referenzpunkt aufgrund der Begrenzung
des Bildschirms nur um wenige Zentimeter (< 20 Zentimeter) vom Betrachter entfernt
werden. In der Realität sind allerdings oft weiter entfernte Referenzpunkte von Interesse.
Daher wurde ein weiteres Applet entworfen, bei dem der Referenzpunkt bis zu 10
Meter von den Augen entfernt werden kann.
Fragestellung
• Welche Werte nimmt die Disparität an, wenn der Referenzpunkt weit vom Be-
trachter entfernt ist?
• Wie verhalten sich die Größen d, dl und dr zueinander, wenn der Referenzpunkt
weit vom Betrachter entfernt ist?
• Wie groß ist der Bereich, in dem mögliche Referenzpunkte liegen?
• Wie weit muss der Referenzpunkt mindestens entfernt sein, um mit beiden Augen
scharf wahrgenommen zu werden?
Appletbeschreibung
Wie das vorangegangene Applet spiegelt dieses Applet das Modell des beidäugigen
Sehens mit einem unendlich entfernen Fixpunkt wieder. Während beim Applet zuvor
der Referenzpunkt nur wenige Zentimeter vom Betrachter entfernt werden konnte,
bietet dieses Applet die Möglichkeit, den Referenzpunkt so zu verschieben, dass die
Entfernung des Referenzpunktes zum Betrachter in Relation zu einem Augenabstand
von 6, 3 Zentimetern bis zu 10 Meter betragen kann.
In Kapitel 6 haben wir festgehalten, dass wir nur Referenzpunkte betrachten, die nahe
der Blickrichtung des Fixpunktes liegen. Später werden wir die Referenzpunktlage
spezifizieren, indem wir fordern, dass wir lediglich Referenzpunkte zulassen, die scharf
gesehen werden. Die Netzhautbilder von scharf wahrgenommenen Referenzpunkten
weichen maximal 1 Grad vom Abbild des Fixpunktes auf der Netzhaut ab. Der grün
eingezeichnete Bereich entspricht genau dem Bereich, in dem mögliche Referenzpunkte
nach dieser Festlegung liegen können. Er kommt dadurch zustande, dass im linken
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und rechten Knotenpunkt jeweils zwei Winkel von ±1 Grad mit den Sehstrahlen
des Fixpunktes eingezeichnet wurden. Da beim beidäugigen Tiefensehen lediglich
die Punkte von Interesse sind, die von beiden Augen gesehen werden, liegen alle
möglichen Referenzpunkte in der Schnittmenge. Abbildung 7.4 zeigt einerseits einen
Screenshot vom Applet. Zum anderen visualisiert die Abbildung den Bereich für mögli-
che Referenzpunkte. Da die Augen verhältnismäßig zum Abstand des Referenzpunktes
sehr klein sind, werden sie lediglich durch die Knotenpunkte dargestellt.
Sehstrahlen des Fixpunktes
Schnittpunkt der Geraden, die mit den
Sehstrahlen des Fixpunktes im
Knotenpunkt einen Winkel von einem
Grad einnehmen
Knotenpunkte
Bereich für mögliche Referenzpunkte
Abbildung 7.4: Screenshot des Applets zur Analyse möglicher Referenzpunkte bzgl.
des Modells mit Fixpunkt im Unendlichen.
Mögliche Experimente
Zunächst soll der Referenzpunkt P möglichst weit vom Betrachter entfernt werden,
indem er zum oberen Bildschirmrand hin verschoben wird, ohne dass P den Bereich
für mögliche Referenzpunkte verlässt. Dabei soll der Wert für die Disparität beobachtet
werden. Anschließend soll die Auswirkung der horizontalen Verschiebung von P auf
die Größen dl, dr und d untersucht werden. Dazu soll die Entfernung d konstant
gehalten werden und P lediglich nach links und rechts verschoben werden, wobei
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wiederum der Bereich für mögliche Referenzpunkte nicht überschritten werden soll.
Die horizontale Verschiebung sollte mit mehreren Werten für d wiederholt werden.
Besonderes Augenmerk gilt dabei den Größen dl und dr. Weiterhin kann anhand des
Applets ermittelt werden, wie weit ein Referenzpunkt beim Modell mit Fixpunkt im
Unendlichen mindestens vom Betrachter entfernt sein muss, damit beide Augen ihn
scharf wahrnehmen. Dazu soll P so nah wie möglich an den Betrachter verschoben wer-
den, ohne den Bereich möglicher Referenzpunkte zu verlassen. Die Mindestentfernung
d kann dann dem Applet entnommen werden.
Erkenntnisse
Anhand dieses Applets können die mit Hilfe des ersten Applets festgestellten Be-
obachtungen auch für größere Entfernungen des Referenzpunktes zum Betrachter
bestätigt werden. Wie bereits festgehalten wurde, wird die Disparität mit wachsender
Entfernung d vom Betrag her immer kleiner. Dem Applet kann man entnehmen, dass
die Disparität bei großen Entfernungen, beispielsweise für d = 10 Meter betraglich sehr
klein (fast 0) wird. Es lässt sich vermuten, dass sich die Disparität mit zunehmender
Entfernung d immer mehr der 0 annähert. Befindet sich der Referenzpunkt wie auch
der Fixpunkt im Unendlichen, wird die Disparität 0, da dann die Sehstrahlen des
Referenzpunktes ebenfalls parallel verlaufen und somit die Winkel ϕl und ϕr gleich 0
sind. Dies signalisiert dann dem Gehirn, dass der Fixpunkt und der Referenzpunkt
gleich weit entfernt sind und kein Tiefenunterschied der beiden Punkte vorhanden
ist.
Durch die horizontale Verschiebung von P für verschiedene Werte für d kann festgestellt
werden, dass sich die Größen d, dl und dr nur in den Nachkommastellen bezüglich
der Zentimeterangabe, also im Millimeterbereich unterscheiden, sofern P im Bereich
möglicher Referenzpunkte verschoben wird. Diese kleinen Abweichungen spielen bei
Betrachtung von Referenzpunkten im Meterbereich kaum eine Rolle. Dies ist auch
die Begründung dafür, dass es kaum eine Rolle spielt, ob wir als Entfernung eines
Referenzpunktes den senkrechten Abstand des Referenzpunktes zu der Gerade durch
die beiden Knotenpunkten definieren oder den Abstand des Referenzpunktes bis zum
Mittelpunkt der Verbindungsstrecke KlKr, was auf den ersten Blick intuitiver erscheint.
Um bei der mathematischen Analyse des Modells den Vorteil der rechten Winkel
auszunutzen, haben wir uns für die erste Definition entschieden.
Weiterhin kann dem Applet entnommen werden, dass der Referenzpunkt bei dem
vorgegebenen Augenabstand von 6, 3 Zentimetern mindestens 180 Zentimeter vom
Betrachter entfernt liegen muss, damit er von beiden Augen scharf gesehen wird.
7.2.3 Vergleich der Netzhautbilder zweier Punkte beim Modell mit unendlich fer-
nem Fixpunkt
Dieses Applet dient dazu, die Netzhautstellen von zwei voneinander verschiedenen
Referenzpunkten miteinander zu vergleichen.
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Fragestellung
• Ist jeder Referenzpunkt durch die Angabe der Netzhautstellen beider Augen
eindeutig bestimmt? Oder anders ausgedrückt: Treffen die Sehstrahlen zweier
voneinander verschiedener Referenzpunkte stets auf unterschiedliche Netzhaut-
stellen?
• Gibt es zwei voneinander verschiedene Punkte, die auf die gleiche Netzhautstelle
in nur einem Auge abgebildet werden?
Appletbeschreibung
Das Applet visualisiert ebenfalls das Modell mit Fixpunkt im Unendlichen. Es hat
neben dem Referenzpunkt einen weiteren Punkt zum Verschieben, wie Abbildung 7.5
zeigt.
Abbildung 7.5: Screenshot des Applets zum Vergleich der Netzhautbilder zweier Punk-
te bezüglich des Modells mit unendlich fernem Fixpunkt.
Mögliche Experimente
Zunächst soll der grüne Punkt so verschoben werden, dass er entweder nur im linken
oder nur im rechten Auge auf dieselbe Netzhautstelle wie der magenta-farbige Punkt
abgebildet wird. Anschließend soll versucht werden, den grünen Punkt so zu verschie-
ben, dass die beiden Punkte auf die gleichen Netzhautstellen beider Augen abgebildet
werden.
Erkenntnisse
Anhand des Applets kann man durch Experimentieren sehen, dass zwei voneinander
verschiedene Punkte stets auf unterschiedliche Netzhautstellen abgebildet werden, da
die beiden Punkte nicht so verschoben werden können, dass ihre Sehstrahlen sowohl
im linken als auch im rechten Auge auf dieselbe Netzhautstelle treffen, es sei denn
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die beiden Punkte sind identisch. Daraus kann man schließen, dass ein Referenzpunkt
durch die Bilder auf der Netzhaut, die anhand der Winkel ϕr und ϕl angegeben werden,
eindeutig bestimmt ist. Die Angabe von nur einer Netzhautstelle reicht allerdings nicht
aus, um den Referenzpunkt eindeutig zu bestimmen, da man auch Punkte finden kann,
die zwar in einem Auge auf die gleiche Netzhautstelle abgebildet werden, jedoch im
jeweils anderen Auge auf verschiedene Netzhautstellen. Diese Situation tritt genau
dann auf, wenn einer der beiden Punkte auf einem Sehstrahl des anderen liegt, wie in
der Abbildung 7.5 rechts verdeutlicht wird. Da, wie bereits erwähnt, ein Referenzpunkt
durch die beiden Bilder auf der Netzhaut eindeutig bestimmt ist, kann man umgekehrt
auch die Bilder auf der Netzhaut angeben und die Position des dazugehörigen Punktes
bestimmen.
7.2.4 Umkehrung des beidäugigen Sehvorgangs mit Fixpunkt im Unendlichen
Dieses Applet dient dazu, die umgekehrte Situation zu betrachten und von den
Netzhautstellen auf den Referenzpunkt zu schließen.
Fragestellung
• Gibt es Paare von Netzhautbildern, die nicht von Sehstrahlen eines Referenz-
punktes getroffen werden können?
• Wann wird die Disparität 0?
• Wie wirken sich kleine Verschiebungen der Netzhautbilder auf die Lage des
Referenzpunktes aus?
Appletbeschreibung
Dieses Applet stellt die umgekehrte Situation dar. Man kann die Netzhautbilder ver-
schieben und erhält durch den Schnittpunkt der beiden Sehstrahlen den Referenzpunkt
P. Die Verschiebung der Netzhautstellen ist dadurch beschränkt, dass der zugehörigen
Sehstrahl mit dem Sehstrahl des Fixpunktes maximal einen Winkel von 45 Grad ein-
nehmen kann. Werden die Netzhautstellen so verschoben, dass die zugehörigen Winkel
ϕl und ϕr gleich 0 sind, erscheint der Text: „Der Referenzpunkt liegt im Unendlichen“.
Werden die Netzhautstellen so eingestellt, dass der Schnittpunkt der zugehörigen
Sehstrahlen unterhalb der Augen ist, also hinter dem Betrachter liegt, so erscheint
eine Warnmeldung: „Achtung! Die Sehstrahlen zu den Netzhautstellen schneiden sich
hinter dem Betrachter!“. Abbildung 7.6 zeigt einen Screenshot des Applets, bei dem
die Sehstrahlen sich vor dem Betrachter schneiden.
Mögliche Experimente
Zunächst sollen die Netzhautstellen so eingestellt werden, dass der Referenzpunkt P
vor dem Betrachter und zwischen den Knotenpunkten liegt. Dies wird zum Beispiel
durch die Einstellung ϕl = 0, 2 rad und ϕr = −0, 25 rad erreicht. Nun soll abwechselnd
und in kleinen Schritten der Winkel ϕl verkleinert und der Winkel ϕr vergrößert
werden, bis beide Winkel den Wert 0 einnehmen. Zu beobachten ist dabei zum einen,
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Abbildung 7.6: Screenshot des Applets zur Umkehrung des Sehvorgangs.
wie sich kleine Änderungen auf den Abstand d auswirken und zum anderen was
passiert, wenn der Wert der Winkel 0 beträgt.3 Anschließend sollen die Netzhautstellen
weiter bewegt werden, sodass der Winkel ϕl negative und der Winkel ϕr positive Werte
annimmt. Was geschieht dabei mit dem Referenzpunkt?
Erkenntnisse
Durch die schrittweise Annäherung der Winkel an den Wert 0 kann man beobachten,
dass kleine Verschiebungen der Netzhautstellen eine große Verschiebung des Refe-
renzpunktes bewirken. Je näher sich die Winkel der 0 annähern, desto weiter entfernt
sich der Referenzpunkt und desto kleiner wird die Disparität vom Betrag her. Anhand
des Applets zur Analyse möglicher Referenzpunkte haben wir bereits festgehalten,
dass die Disparität genau dann 0 wird, wenn auch der Referenzpunkt im Unendlichen
liegt. Aufgrund der Begrenzung des Bildschirms war es jedoch nicht möglich, dies zu
visualisieren. Dies gelingt nun, indem man die Punkte auf der Netzhaut so verschiebt,
dass beide Winkel den Wert 0 annehmen. Die Entfernung d des Referenzpunktes wird
dann sehr groß. Weiterhin kann beobachtet werden, dass es Paare von Netzhautstel-
len gibt, deren Sehstrahlen keinen realistischen Referenzpunkt liefern, sondern einen
Referenzpunkt, der in der Realität hinter dem Betrachter liegen müsste, wie in der
Abbildung 7.7 dargestellt ist. Der Schnittpunkt der beiden Sehstrahlen liegt hinter dem
Betrachter.
3Die Einstellung beider Winkel auf 0 erfordert etwas Geduld und Fingerspitzengefühl bei der Mausfüh-
rung. Ungeduldige können in Geonext die Einstellung „Zeichenfläche→Einrasten“ aktivieren, was eine
problemlose Einstellung beider Winkel auf 0 ermöglicht. Für die restlichen Untersuchungen sollte
diese Einstellung deaktiviert sein, da sonst aufgrund der weit auseinander liegenden Einrastpunkte
die Schrittweite sehr groß ist.
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Abbildung 7.7: Screenshot des Applets zur Umkehrung des Sehvorgangs: der Schnitt-
punkt der Sehstrahlen liegt hinter dem Betrachter.
7.2.5 Analyse der Disparität in Abhängigkeit vom Augenabstand beim Modell mit
Fixpunkt im Unendlichen
Dieses Applet dient dazu, den Zusammenhang zwischen Augenabstand und Tiefense-
hen zu untersuchen. Genauer kann mit Hilfe des Applets die Disparität in Abhängigkeit
vom Augenabstand analysiert werden.
Fragestellung
• Wie ändern sich die Winkelbeträge und wie die Disparität vom Betrag her, wenn
sich der Augenabstand vergrößert bzw. verkleinert?
Appletbeschreibung
Das Applet spiegelt ebenfalls das Modell des beidäugigen Sehens mit Fixpunkt im
Unendlichen wieder. Neben dem Referenzpunkt P kann auch der Knotenpunkt Kl
horizontal nach links und rechts verschoben werden, sodass sich der Augenabstand
vergrößert bzw. verkleinert. Der Knotenpunkt Kr bewegt sich symmetrisch mit. Der Au-
genabstand a, die Disparität µ und die Winkel ϕl und ϕr können im Applet abgelesen
werden.
Mögliche Experimente
Zunächst soll der Knotenpunkt Kl horizontal so verschoben werden, dass die Knoten-
punkte der Augen mal näher zusammen und mal weiter auseinander liegen, während
der Referenzpunkt fix bleibt. Dabei sollen die Werte für die Winkel und die Disparität
beobachtet werden. Anschließend soll das Experiment mit weiteren Referenzpunkten
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wiederholt werden, wobei der Referenzpunkt auch mal so gewählt werden soll, dass er
links vom Sehstrahl des Fixpunktes zum linken Auge oder rechts vom Sehstrahl des
Fixpunktes zum rechten Auge liegt.
Erkenntnisse
Durch Verschieben des Punktes Kl kann man beobachten, dass die Winkelbeträge umso
kleiner sind, je näher die beiden Knotenpunkte aneinander liegen. Weiter ist auch die
Disparität, die sich aus den Winkeln ergibt, vom Betrag her umso kleiner, je kleiner
der Abstand der Augen zueinander ist. Abbildung 7.8 visualisiert die Beobachtung.
Links beträgt der Augenabstand 6 Zentimeter und rechts 7 Zentimeter. Der Graphik
kann entnommen werden, dass die Disparität und die Winkel vom Betrag her in
der linken Abbildung kleiner sind. Zum gleichen Ergebnis gelangt man, wenn der
(a) Augenabstand a = 6 Zentimeter. (b) Augenabstand a = 7 Zentimeter.
Abbildung 7.8: Zusammenhang zwischen Augenabstand und Disparität.
Referenzpunkt nicht mittig zwischen den Augen liegt, wie es in der Abbildung der
Fall ist. Die Beobachtung ist also unabhängig von der Lage des Referenzpunktes.
Wie wir später noch genauer erläutern werden, kann man aus dieser Beobachtung
schließen, dass Menschen mit großem Augenabstand bessere Voraussetzungen für die
Tiefenwahrnehmung haben.
7.2.6 Analyse vertikaler und horizontaler Punktverschiebungen beim Modell mit
unendlich fernem Fixpunkt
Anhand des Applets kann untersucht werden, wie sich horizontale und vertikale
Verschiebungen auf die Winkel und die Disparität von Referenzpunkten auswirken.
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Fragestellung
• Ändert sich die Disparität eines Referenzpunktes bei einer vertikalen Verschie-
bung mehr als bei einer gleich großen horizontalen Verschiebung?
• Welche Verschiebung macht sich deutlicher bemerkbar bei den Beträgen der
Winkel ϕl und ϕr?
Appletbeschreibung
Dieses Applet ist von der Darstellung ähnlich dem Applet zum Vergleich der Netz-
hautbilder zweier Punkte beim Modell mit unendlich fernem Fixpunkt (Siehe Seite
129). Die Referenzpunkte P und E sind beide beweglich. Ihre Disparität, sowie die
zugehörigen Winkel ϕrP , ϕlP , ϕrE und ϕlE können im Applet abgelesen werden. Weiter
kann dem Applet entnommen werden, wie viele Zentimeter die beiden Punkte vertikal
und horizontal auseinander liegen, wie Abbildung 7.9 zeigt.
Abbildung 7.9: Screenshot des Applets zur Analyse vertikaler und horizontaler Punkt-
verschiebungen.
Mögliche Experimente
Der Referenzpunkt P soll so verschoben werden, dass er mittig zwischen den Augen
liegt. Wir wissen bereits, dass dies genau dann der Fall ist, wenn die Beträge der Winkel
ϕr und ϕl gleich groß sind. Nun wollen wir zunächst die horizontale Verschiebung
beobachten. Dazu soll der Referenzpunkt E nur in seiner horizontalen Position um
2 Zentimeter erst nach links, dann nach rechts bezüglich P verschoben werden. Die
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resultierenden Disparitäts- und Winkelwerte sollten notiert werden. Anschließend soll
E lediglich in seiner vertikalen Position bezüglich P um ebenfalls 2 Zentimeter oberhalb
und unterhalb von P positioniert werden und die resultierenden Werte notiert werden.
Die Differenzen |µE − µP|, |ϕlE − ϕlP | und |ϕrE − ϕrP | der horizontalen und vertikalen
Verschiebung können dann miteinander verglichen werden, sodass die obigen Fragen
beantwortet werden können.
Erkenntnisse
Der Referenzpunkt P wird zunächst so verschoben, dass er mittig zwischen beiden
Augen mit µP = −0, 49372 rad, ϕlP = 0, 24686 rad und ϕrP = −0, 24686 rad liegt.
Durch Verschieben des Referenzpunktes E ergeben sich daraus die Werte für µE, ϕrE
und ϕlE , wie in Tabelle 7.1 aufgelistet.
4
µE ϕrE ϕlE Horizontale Vertikale
Verschiebung Verschiebung
−0, 49372 −0, 24686 0, 24686 0 0
−0, 48255 −0, 09174 0, 39081 2 0
−0, 48255 −0, 39081 0, 09174 −2 0
−0, 42784 −0, 21392 0, 21392 0 2
−0, 58291 −0, 29146 0, 29146 0 −2
Tabelle 7.1: Beispielwerte aus dem Applet: µP = −0, 49372 rad, ϕlP = 0, 24686 rad und
ϕrP = −0, 24686 rad.
Um zu untersuchen ob vertikale oder horizontale Verschiebungen sich mehr auf die
Winkel bzw. auf die Disparität auswirken, werden die Differenzen für jede Verschie-
bung gebildet, wie sie in Tabelle 7.2 aufgelistet sind. Den Werten kann man entnehmen,
dass sich eine vertikale Verschiebung um 2 Zentimeter mehr auf die Disparität auswirkt
als eine horizontale Verschiebung um 2 Zentimeter. Dies erkennt man daran, dass die
Disparitäten µE und µP für Verschiebungen nach links oder rechts weniger voneinan-
der abweichen als für Verschiebungen nach oben und unten und die Differenz somit
kleiner ist. Auf die Winkelwerte dagegen wirkt sich eine horizontale Verschiebung um
2 Zentimeter stärker aus. Die Differenz der Winkel ist daher für eine Verschiebung um
2 Zentimeter nach oben und unten kleiner als für Verschiebung nach links oder rechts.
Zu analogen Ergebnissen kommt man, wenn die Ausgangsposition von P anders
gewählt wird oder der Punkt E um einen anderen Wert verschoben wird.
7.2.7 Darstellung des Modells mit Fixpunkt im Nahbereich
Bisher haben wir lediglich Applets betrachtet, mit denen wir das Modell des beidäugi-
gen Sehens mit Fixpunkt im Unendlichen näher analysieren konnten. Nun wollen wir
4Negative Verschiebungen entsprechen einer Verschiebung nach unten bzw. nach links.
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|µE − µP| |ϕrE − ϕrP | |ϕlE − ϕlP | Horizontale Vertikale
Verschiebung Verschiebung
0, 01117 0, 15512 0, 14395 2 0
0, 01117 0, 14395 0, 15512 −2 0
0, 06588 0, 03294 0, 03294 0 2
0, 08919 0, 04460 0, 04460 0 −2
Tabelle 7.2: Differenzen der Beispielwerte aus dem Applet.
auch das Modell mit Fixpunkt im Nahbereich untersuchen, bei dem die Sehstrahlen
des Fixpunktes nicht parallel verlaufen, sondern sich im Fixpunkt schneiden.
Mit Hilfe des Applets zur Darstellung des Modells können zunächst die Disparität
und die Winkel in Abhängigkeit der Referenzpunktlage untersucht werden.
Fragestellung
• Wann nimmt die Disparität positive, wann negative Werte an?
• Wie ändert sich die Disparität, wenn der Referenzpunkt in der Nähe des Fixpunk-
tes liegt?
• Gibt es auch vom Fixpunkt verschiedene Referenzpunkte, deren Disparität 0 ist?
Appletbeschreibung
Das Applet spiegelt das Modell des beidäugigen Sehens mit Fixpunkt im Nahbereich
wieder. Der Fixpunkt F liegt stets mittig zwischen beiden Augen. Die Entfernung
des Fixpunktes zu den Augen kann variiert werden. Weiter kann der Referenzpunkt
P, dessen Tiefe in Relation zum Fixpunkt von Interesse ist, verschoben werden. Die
Disparität µ, die Winkel ϕl und ϕr, die Entfernung von P zum Betrachter, sowie die
Entfernung von F zum Betrachter können im Applet abgelesen werden. Bei diesem
Applet ist die Einstellung „Zeichenfläche→Einrasten“ anfangs aktiviert. Dies ermöglicht
ein kontrolliertes Verschieben von Punkten in nur eine Richtung, beispielsweise wenn
die Entfernung d konstant gehalten und nur die vertikale Position eines Punktes
verändert werden soll.
Mögliche Experimente
Der Referenzpunkt P soll zunächst mittig zwischen den Augen derart verschoben
werden, dass P mal vor und mal hinter dem Fixpunkt liegt.5 Dabei soll beobachtet
5Man beachte bei der Wahl vom fixen Punkt F, dass der Mindestabstand, den ein Punkt vom Betrachter
haben sollte bei a2 liegt, um von beiden Augen wahrgenommen zu werden. Dies kann man sich
schnell geometrisch klar machen: Man betrachte das linke Teildreieck Kl HPP.
Der Zeichnung kann man direkt entnehmen, dass P
den minimalen Abstand für al = a2 und µl = 45
◦ ein-
nimmt. Aufgrund des rechten Winkels ergibt sich für
ϕl ebenfalls ein Wert von 45◦. Es handelt sich also um
ein rechtwinkliges, gleichschenkliges Dreieck mit Hy-
potenuse dl . Die Kathete d ist somit ebenfalls a2 lang.
d
P
µl
KrKl
dl dr
ar
ϕl
a
2
HP
al
a
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werden, wie sich der Wert für die Disparität von P verändert. Im nächsten Schritt soll
P bei gleicher Entfernung von F zum Betrachter links und rechts von F verschoben
werden. Wie sieht es jetzt mit der Disparität aus? Wieso ist die Disparität für diese Refe-
renzpunkte nicht 0? Abschließend sollen von F verschiedene Referenzpunkte gefunden
werden, an denen die Disparität nahezu 0 ist.6 Für die Suche nach Referenzpunkten
mit einer Disparität von 0 ist es hilfreich, die Einstellung „Zeichenfläche→Einrasten“ zu
deaktivieren.
Erkenntnisse
Liegt der Referenzpunkt P, wie auch der Fixpunkt F, mittig zwischen beiden Augen, so
gilt folgende Beziehung: Ist P weiter vom Betrachter entfernt als F, nimmt der Winkel
ϕr stets positive Werte an und der Winkel ϕl negative. Die Disparität ist in dem Fall
positiv. Liegt dagegen P näher am Betrachter als F gilt genau das Gegenteil für die
Vorzeichen der Winkel und der Disparität.7 Abbildung 7.10 zeigt beide Situationen.
Links liegt der Referenzpunkt vor dem Fixpunkt. In der rechten Abbildung liegt er
hinter dem Fixpunkt. Die zugehörigen Winkel- und Disparitätswerte können in der
Abbildung abgelesen werden.
(a) P liegt vor F. (b) P liegt hinter F.
Abbildung 7.10: Disparität in Abhängigkeit der vertikalen Referenzpunktlage bezüg-
lich eines Fixpunktes im Nahbereich.
6Siehe auch im Leitprogramm Kapitel 5 Aufgabe 1 (Teil III Kapitel 10 dieser Arbeit). Hier ist eine
Aufgabe, bei der es darum geht, einige Referenzpunkte, die eine Disparität von 0 haben, zu finden,
sodass eine allgemeine Aussage über die Lage solcher Referenzpunkte getroffen werden kann. Ein
geeignetes Applet mit einem Aufgabenblatt hilft bei der Suche.
7Diese Beobachtung ist konform mit der Beobachtung, dass die Disparität bei dem Modell des
beidäugigen Sehens mit Fixpunkt im Unendlichen immer negativ ist, da der Referenzpunkt in dem
Fall immer vor dem unendlich entfernten Fixpunkt liegt.
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Bereits bei der Untersuchung des Modells mit unendlich fernem Fixpunkt haben wir
herausgefunden, dass die Disparität eines Referenzpunktes sich immer mehr der 0
annähert, je näher der Referenzpunkt am Fixpunkt liegt. Diese Feststellung können wir
auch für dieses Modell anhand des Applets beobachten. Weiter kann man sich diese
Beobachtung auch durch folgenden Selbstversuch verdeutlichen:
Man fixiere einen Punkt, der mindestens einen Meter entfernt ist, wie zum Beispiel
ein bestimmtes Blatt eines Baumes oder einen Nagel in der Wand. Nun betrachte
man zunächst den Daumen mit einem Abstand von ca. 15 Zentimetern von der
Nase entfernt und schließt abwechselnd das linke und rechte Auge. Der Daumen
scheint „hin und her“ zu springen. Anschließend betrachte man den Daumen
mit ausgestrecktem Arm und schließt ebenfalls die Augen abwechselnd. Die
Verschiedenheit der beiden Bilder des jeweiligen Auges, das heißt der Sprung, den
der Daumen beim Augenwechsel macht, ist bei 15 Zentimetern deutlich größer
als mit ausgestrecktem Arm. Je größer der Abstand des fixierten Objektes zum
Daumen (Referenzpunkt) wird, desto größer sind die Winkel ϕl und ϕr vom
Betrag her und desto größer ist auch der Betrag der Disparität.
Sind P und F auf einer Höhe, das heißt entspricht d dem Abstand des Fixpunktes zum
Betrachter, so nimmt die Disparität nur dann den Wert 0 an, wenn P genau auf F liegt.
Genauer: Je weiter der Referenzpunkt horizontal vom Fixpunkt entfernt wird, desto
größer wird die Disparität. Weiterhin ist die Disparität stets positiv, sofern F und P
die gleiche Entfernung d haben, wie der Abbildung 7.11 entnommen werden kann.
Hier werden zwei Referenzpunkte mit unterschiedlichem horizontalen Abstand zum
Fixpunkt bei gleicher Entfernung zum Betrachter dargestellt.
Vergleicht man die vertikale und horizontale Verschiebung des Referenzpunktes in
der Nähe des Fixpunktes miteinander, kommt man zum Schluss, dass sich vertikale
Verschiebungen, ähnlich wie beim Modell mit einem unendlich entfernten Fixpunkt,
weniger stark auf die Disparität auswirken als horizontale Verschiebungen. Für eine
exakte Analyse der horizontalen und vertikalen Verschiebung des Referenzpunktes
bezüglich eines Fixpunktes im Nahbereich steht im Anhang B.2 ein weiteres Applet
zur Verfügung.
Weiterhin kann man anhand des Applets feststellen, dass es Referenzpunkte P 6= F
gibt, deren Disparität 0 wird, obwohl der Abstand d, so wie wir ihn definiert haben,
bedeutend kleiner ist als der Abstand von F zum Betrachter, wie Abbildung 7.12 zeigt.8
Die Disparität eines Punktes wird genau dann 0, wenn die Winkel ϕr und ϕl gleich
groß sind, was gleichbedeutend damit ist, dass die Sehstrahlen des Referenzpunktes
8Die Verschiebung von P, sodass die Disparität genau 0 wird, erfordert etwas Geduld und Fingerspit-
zengefühl bei der Mausführung.
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(a) Kleiner horizontaler Abstand zwischen P
und F.
(b) Großer horizontaler Abstand zwischen P
und F.
Abbildung 7.11: Disparität in Abhängigkeit der horizontalen Referenzpunktlage be-
züglich eines Fixpunktes im Nahbereich.
Abbildung 7.12: Modell mit Fixpunkt im Nahbereich mit µ = 0.
bezüglich der Sehstrahlen des Fixpunktes auf die gleiche Netzhautstelle im linken
und rechten Auge treffen. Wir haben bereits festgestellt, dass dies bei dem Modell mit
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einem unendlich entfernten Fixpunkt genau dann der Fall ist, wenn der Referenzpunkt
ebenfalls im Unendlichen liegt. Wie wir oben festgestellt haben, gibt es bei dem beidäu-
gigen Modell mit Fixpunkt im Nahbereich mehrere Referenzpunkte, deren Disparität 0
beträgt. Anhand des Applets kann festgestellt werden, dass alle Referenzpunkt mit
einer Disparität von 0 auf dem Kreis liegen, auf dem auch der Fixpunkt und die beiden
Knotenpunkte liegen. Dieser Kreis wird Vieth-Müller-Kreis genannt. Im nachfolgenden
Abschnitt wird ein weiteres Applet beschrieben, mit dem der Kreis analysiert werden
kann.
7.2.8 Analyse des Vieth-Müller-Kreises
Mit Hilfe dieses Applets soll die Disparität von Referenzpunkten bezüglich des Vieth-
Müller-Kreises untersucht werden.
Fragestellung
Welche Werte nimmt die Disparität eines Referenzpunktes P an, wenn P
• innerhalb des Vieth-Müller-Kreises,
• außerhalb des Vieth-Müller-Kreises oder
• auf dem Vieth-Müller-Kreis
liegt?
Appletbeschreibung
Das Applet visualisiert den Vieth-Müller-Kreis, der durch die beiden Knotenpunkte
und den Fixpunkt eindeutig bestimmt ist. Abbildung 7.13 zeigt einen Screenshot des
Applets. Die Entfernung des Fixpunktes F kann vergrößert oder verkleinert werden,
wobei sich der Vieth-Müller-Kreis simultan vergrößert bzw. verkleinert. E und P sind
zwei Referenzpunkte. P kann beliebig verschoben werden, wohingegen E nur auf dem
Kreis verschoben werden kann. Die Winkel ϕlE und ϕrE bzw. ϕlP und ϕrP bezeichnen
die Winkel, die die Sehstrahlen von E bzw. die Sehstrahlen von P mit den Sehstrahlen
von F im linken und rechten Auge einnehmen. Die Winkel- und Disparitätswerte für P
und E können dem Applet entnommen werden.
Mögliche Experimente
Zunächst soll der auf dem Kreis bewegliche Referenzpunkt E verschoben werden. An-
schließend soll der frei bewegliche Referenzpunkt P verschoben werden. Zu beachten
ist dabei, welche Werte die Disparität der Referenzpunkte P und E annimmt.
Erkenntnisse
Durch Verschiebung von E entlang des Kreises kann festgestellt werden, dass die
Winkel ϕlE und ϕrE immer identisch sind. Sowohl die Vorzeichen als auch der Beträge
beider Winkel sind stets gleich. Aus der Gleichheit der Winkel ergibt sich, dass die
Disparität von E den Wert 0 hat, wie auch im Applet abzulesen ist. Also nimmt das
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Abbildung 7.13: Screenshot des Applets zur Veranschaulichung des Vieth-Müller-Krei-
ses.
Gehirn keine Tiefenunterschiede zwischen Fixpunkt und Referenzpunkten, die auf
dem Kreis liegen, wahr.9
Anders sieht es mit dem Punkt P aus. Durch Verschieben von P stellt man fest, dass
die Disparität von P größer 0 ist, wenn P außerhalb des Kreises liegt und kleiner 0,
wenn P innerhalb des Kreise liegt. Abbildung 7.14 zeigt beide Situationen. Links liegt
der Referenzpunkt P innerhalb des Kreises. Die Disparität beträgt hier µ = −0, 011
rad. Rechts liegt P außerhalb des Kreises. Die Disparität beträgt µ = 0, 021 rad.
Für die Unterscheidung, ob ein Referenzpunkt innerhalb oder außerhalb des Vieth-
Müller-Kreises liegt, gibt es in der Literatur die Bezeichnung gekreuzte und unge-
kreuzte Disparität. Wie wir bereits festgehalten haben, ist die Disparität aller Punkte,
die innerhalb des Kreises liegen, negativ. Man spricht dann von einer gekreuzten
Disparität. Für alle Punkte, die außerhalb des Kreises liegen, wird die Disparität positiv.
Dies bezeichnet man mit ungekreuzter Disparität. Die Bedeutung der Namensgebung
9
Die Nulldisparität auf dem Kreis ist durch den Peripheriewinkelsatz
begründet, der besagt, dass die Verbindungsstrecke der beiden Kno-
tenpunkte von jedem Punkt auf dem Kreis unter dem gleichen Winkel
erscheint. Die Abbildung links veranschaulicht den Satz bezüglich des
beidäugigen Sehens. Die Winkel ^FKlE und ^FKrE sind nach dem Peri-
pheriewinkelsatz gleich groß. Da dies die Wechselwinkel zu ϕl und ϕr
sind, gilt µ = ϕr − ϕl = 0.
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(a) P liegt innerhalb des Kreises. (b) P liegt außerhalb des Kreises.
Abbildung 7.14: Analyse des Vieth-Müller-Kreises.
ungekreuzte und gekreuzte Disparität kann man sich schnell anhand des folgenden
Selbstversuches klarmachen:
Mit ausgestrecktem Arm wird ein Stift F (Fixierstift) mittig und auf Augenhöhe
hochgehalten. Mit der anderen Hand wird ein zweiter Stift N ungefähr 10 Zenti-
meter auf gleicher Höhe vor der Nase gehalten. Fixiert man nun zuerst mit dem
linken und dann mit dem rechten Auge den hinteren Stift F, so kann beobachtet
werden, dass das linke Auge den vorderen Stift rechts bezüglich des Fixpunktstif-
tes sieht und das rechte Auge den vorderen Stift links vom Fixpunktstift sieht. Die
Sehstrahlen vom jeweiligen Auge zur wahrgenommenen Position kreuzen sich,
wie in Abbildung 7.15 links dargestellt ist. Anders ist es, wenn F in 10 Zentimeter
Entfernung gehalten wird und N mit ausgestrecktem Arm. Das linke Auge sieht
nun den hinteren Stift links in Bezug auf den Fixpunktstift und das rechte Auge
sieht ihn rechts vom Fixpunktstift, sodass sich die Sehstrahlen von dem jeweiligen
Auge zur wahrgenommenen Position nicht kreuzen, wie Abbildung 7.15 rechts
zeigt.
7.2.9 Approximation des Vieth-Müller-Kreises
Der Vieth-Müller-Kreis ist nur von Interesse, wenn der Fixpunkt im Nahbereich liegt.
Ist der Fixpunkt genügend weit vom Betrachter entfernt, kann dieser durch eine
Gerade approximiert werden. Dies wollen wir nun anhand eines weiteren Applets
näher untersuchen.
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Abbildung 7.15: Links: Gekreuzte Disparität; Rechts: Ungekreuzte Disparität.
Fragestellung
• Wie groß ist die Disparität von Referenzpunkten, die nicht auf dem Vieth-Müller-
Kreis liegen, sondern auf einer Geraden, die den Kreis im Fixpunkt berührt?
Appletbeschreibung
Dieses Applet stellt, wie das vorangegangene Applet, den Vieth-Müller-Kreis dar. Der
Fixpunkt kann bis zu 2 Meter vom Betrachter entfernt werden. Der Referenzpunkt P
kann lediglich auf der blau eingezeichneten Strecke, die den Kreis im Fixpunkt berührt,
verschoben werden. Bereits in Abschnitt 7.2.2 wurde darauf hingewiesen, dass wir
später die Lage von Referenzpunkten weiter einschränken werden. Dann werden wir
nur die Netzhautbilder von scharf wahrgenommenen Referenzpunkten betrachten,
welche maximal 1 Grad vom Abbild des Fixpunktes auf der Netzhaut abweichen. Bei
dem Applet ist in der Nähe des Fixpunktes der Kreis durch einen pinken Kreisbogen
markiert. Dies ist genau der Bereich, in dem Referenzpunkte mit beiden Augen scharf
wahrgenommen werden. Der horizontale Abstand von P und F in Relation zu einem
Augenabstand von 6, 3 Zentimetern kann dem Applet entnommen werden. Abbildung
7.16 zeigt das Applet.
Mögliche Experimente
Der Referenzpunkt P soll auf der blau eingezeichneten Strecke verschoben werden.
Besonderes Augenmerk gilt hierbei vor allem den Disparitätswerten von P im pinken
Bereich.
Erkenntnisse
Anhand des Applets kann festgestellt werden, dass die Disparität fast 0 wird, solange
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Abbildung 7.16: Screenshot des Applets zur Approximation des Vieth-Müller-Kreises.
der Referenzpunkt lediglich in dem Bereich verschoben wird, der von beiden Augen
scharf wahrgenommen wird, wie Abbildung 7.16 zeigt. Der Fixpunkt ist hier 2 Meter
vom Betrachter entfernt. Die horizontale Verschiebung des Referenzpunktes beträgt 2, 4
Zentimeter. Als Disparitätswert zeigt das Applet den Wert 0 rad an. Da die Disparität
lediglich mit bis zu 5 Nachkommastellen angegeben werden kann, ist sie frühestens in
der sechsten Nachkommastelle von 0 verschieden.
In Abbildung 7.17 wird der für die Approximation interessante Bereich vergrößert
dargestellt. Man kann erkennen, dass der pinke Kreisbogen, der den Bereich eingrenzt,
in dem Referenzpunkte von beiden Augen scharf gesehen werden, fast mit der Geraden
übereinstimmt.
Abbildung 7.17: Vergrößerung der Approximation.
Insgesamt kann man daraus schließen, dass der Kreis bei genügend großen Entfernun-
gen des Fixpunktes und nicht zu großen horizontalen Verschiebungen des Referenz-
punktes durch eine Gerade approximiert werden kann. Für weitere Untersuchungen
der Approximation des Vieth-Müller-Kreises steht im Anhang B.2 ein weiteres Applet
zur Verfügung, bei dem der Fixpunkt bis zu 20 Meter vom Betrachter entfernt werden
kann.
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Kapitel Acht
Scheinbare Tiefe
Bereits im ersten Teil in Abschnitt 1.2 wurde kurz erläutert, wie ein Tiefeneindruck
künstlich erzeugt werden kann. In diesem Kapitel wollen wir detaillierter auf scheinba-
re Tiefenunterschiede eingehen. Bei der Untersuchung künstlich erzeugter Tiefe gehen
wir davon aus, dass sich der Fixpunkt im Nahbereich befindet. Beispielsweise fixieren
die Augen einen Bildschirm, wie beim Stereoversuch aus dem ersten Teil oder eine
Leinwand, wie im 3D-Kino. Demnach betrachten wir das Modell mit Fixpunkt im
Nahbereich, wie es in Abschnitt 6.4 eingeführt wurde.
§ 8.1
Untersuchung scheinbarer Tiefe anhand von Applets
Für die Untersuchung scheinbarer Tiefe stehen einige Applets zur Verfügung, welche
auf der beigefügten CD angehängt sind.1 Zunächst wollen wir kurz wiederholen, wie
das Gehirn bezüglich der Entfernung von Referenzpunkten ausgetrickst werden kann:
Dazu wurde ein Applet entwickelt, wie in Abbildung 8.1 dargestellt wird. Das Applet
visualisiert den Vieth-Müller-Kreis, auf dem, neben dem Fixpunkt F und den beiden
Knotenpunkten Kl und Kr, zwei bewegliche Punkte Pl und Pr liegen. Das linke Auge
sieht nur den Punkt Pl und das rechte Auge nur den Punkt Pr.2 Das Gehirn verschmilzt
diese Punkte miteinander und nimmt den Punkt P war, der aus dem Schnitt der
Sehstrahlen von Pl und Pr hervorgeht. Der Wert für die Disparität von P und für die
Winkel ϕl und ϕr können dem Applet entnommen werden.
Durch Verschieben der Punkte Pl und Pr kann beobachtet werden, dass der verschmol-
zene Punkt P in Abhängigkeit von der Position von Pl und Pr entweder hinter oder
vor dem Fixpunkt wahrgenommen wird. Liegt Pr links von Pl, wie in Abbildung 8.1(b)
dargestellt, so wird P vor dem Fixpunkt wahrgenommen. Die Sehstrahlen von Pl
1Siehe Anhang B.2.
2Ein Möglichkeit, wie erreicht werden kann, dass die Augen verschiedene Punkte wahrnehmen, ist
beispielsweise, dass die Punkte verschiedene Farben haben und durch eine Stereobrille betrachtet
werden.
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und Pr kreuzen sich bei dieser Einstellung und die Disparität ist negativ (Gekreuzte
Disparität). Ist umgekehrt Pr rechts von Pl, wie Abbildung 8.1(a) zeigt, so kreuzen sich
die Sehstrahlen nicht und die Disparität ist positiv (Ungekreuzte Disparität). Weiterhin
kann beobachtet werden, dass je weiter die beiden Punkte Pr und Pl auf dem Kreis
auseinander liegen, desto größer auch der Tiefenunterschied zwischen F und P ist.
(a) Verschmolzener Punkt liegt hinter F: µ > 0
(ungekreuzte Disparität).
(b) Verschmolzener Punkt liegt vor F: µ < 0
(gekreuzte Disparität).
Abbildung 8.1: Screenshot des Applets zur Entstehung scheinbarer Tiefe.
Wie bereits in Abschnitt 7.2 anhand von Geonext-Applets festgestellt wurde, kann der
Kreisbogen in der Umgebung des Fixpunktes ab einer bestimmten Entfernung des
Fixpunktes zum Betrachter durch eine Gerade approximiert werden. Veranschaulichen
wir uns diese Situation erneut anhand eines Applets, welches, wie das vorangegangene
Applet, den Vieth-Müller-Kreis darstellt. Oberhalb des Fixpunktes F ist ein Monitor
abgebildet, welcher in Relation zu einem Augenabstand von 6, 3 Zentimeter 40 Zenti-
meter breit ist. Die Entfernung des Fixpunktes zum Betrachter kann variiert werden.
Weiter kann der Referenzpunkt P auf einer Strecke, die den Kreis im Fixpunkt berührt,
verschoben werden. Abbildung 8.2 zeigt einen Screenshot des Applets.
Der Referenzpunkt soll bei unterschiedlichen Entfernungen des Fixpunktes zum Be-
trachter entlang der Strecke verschoben werden. Dabei soll beobachtet werden, in wie
weit sich die Strecke von dem Kreis im Bereich des Monitors unterscheidet.
Es kann festgestellt werden, dass es bei einer Verschiebung von P entlang der Geraden
im Bereich des Monitors kaum eine Rolle spielt, ob P auf der Geraden oder auf dem
Kreis liegt, sofern der Fixpunkt genügend weit (ab etwa 1, 70 Meter) vom Betrachter
entfernt ist. Daraus können wir schließen, dass beispielsweise beim Versuch zum
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Abbildung 8.2: Screenshot des Applets zur Veranschaulichung der Kreisapproximation.
Stereosehen aus Teil I oder bei 3D-Filmen der Kreis durch eine Gerade approximiert
werden kann, sodass die Entstehung von scheinbarer Tiefe mit Hilfe des Applets,
welches in Abbildung 8.3 gezeigt wird, nachvollzogen werden kann. Das Applet
stellt die gleiche Situation dar wie das Applet zur Entstehung scheinbarer Tiefe am
Vieth-Müller-Kreis. Allerdings liegen Pl und Pr diesmal auf der Geraden, die den
Kreis annähert. Neben der Verschiebung von Pl und Pr kann in dem Applet auch
der Augenabstand vergrößert bzw. verkleinert werden, indem der linke Knotenpunkt
horizontal verschoben wird. Der rechte Knotenpunkt verschiebt sich entsprechend
mit, sodass der Fixpunkt immer mittig zwischen beiden Augen liegt. Weiterhin ist die
Entfernung des Fixpunktes zum Betrachter variabel.
Anhand des Applets können zunächst durch Verschiebung von Pl und Pr analoge
Aussagen wie beim Applet mit dem Vieth-Müller-Kreis getroffen werden: Liegt Pl
links von Pr, so wird P hinter F wahrgenommen. Liegt Pl rechts von Pr, wird P vor
F wahrgenommen. Je weiter die Punkte Pl und Pr auseinander liegen, desto größer
wird der Tiefenunterschied zwischen F und P. Weiterhin kann man durch Vergrößern
des Abstandes zwischen Pl und Pr feststellen, dass die beiden Punkte nicht zu weit
auseinander liegen dürfen, da sonst der Schnittpunkt der beiden Sehstrahlen nicht vor,
sondern hinter dem Betrachter liegt, wie Abbildung 8.4 visualisiert. Neben der Unter-
suchung der horizontalen Verschiebung der beiden Punkte Pl und Pr, kann mit dem
Applet die Abhängigkeit der scheinbaren Tiefe vom Augenabstand untersucht werden.
Dazu soll der Knotenpunkt Kl in seiner horizontalen Position verschoben werden, wäh-
rend Pl und Pr fix bleiben. Dieses Experiment soll sowohl für eine gekreuzte als auch
für eine ungekreuzte Disparität durchgeführt werden. Es kann festgestellt werden, dass
der Tiefenunterschied zwischen dem wahrgenommenen Referenzpunkt P und dem
Fixpunkt umso größer ist, je kleiner der Augenabstand ist, unabhängig davon, ob P vor
oder hinter F liegt. Das bedeutet, dass Menschen mit einem größeren Augenabstand
bessere Voraussetzungen für die Tiefenwahrnehmung haben. Eine weitere Feststellung,
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(a) Der verschmolzene
Punkt wird weit hinter
dem Bildschirm wahrge-
nommen.
(b) Der Punkt wird di-
rekt hinter dem Bild-
schirm wahrgenommen.
(c) Der Punkt wird vor
dem Bildschirm wahrge-
nommen.
Abbildung 8.3: Screenshot des Applets zur Entstehung scheinbarer Tiefenunterschiede.
Abbildung 8.4: Abstand zwischen Pl und Pr ist zu groß.
die anhand des Applets durch Verschiebung des Fixpunktes beobachtet werden kann,
ist die Abhängigkeit scheinbarer Tiefenunterschiede von der Fixpunktentfernung zum
Betrachter. Werden alle übrigen Größen festgehalten, kann beobachtet werden, dass
mit zunehmender Fixpunktentfernung auch der Tiefenunterschied zwischen F und P
größer wird.
Um konkrete Aussagen über die horizontale Verschiebung, dem Augenabstand und
der Entfernung des Fixpunktes zum Betrachter in Abhängigkeit vom Tiefenunterschied
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zwischen Referenzpunkt und Fixpunkt zu machen, steht ein weiteres Applet zur
Verfügung. Das Applet stellt die gleiche Situation dar, wie das vorangegangene Applet,
wie Abbildung 8.5 zeigt. Die Punkte Pl und Pr, sowie der Fixpunkt und der linke
Abbildung 8.5: Applet zur Untersuchung der Größen s, dF, a und t.
Knotenpunkt können verschoben werden. Zusätzlich werden hier die konkreten Größen
in Zentimeter angezeigt.3
Es kann festgestellt werden, dass sich Veränderungen der Größen s, a oder dF umso
mehr auf die Tiefe t auswirken, je weiter Pl und Pr auseinander liegen, d.h. je weiter
der wahrgenommene Referenzpunkt P vom Betrachter entfernt ist. Liegt P in der Nähe
des Bildschirms, hat die Änderung einer der Größen demnach weniger Auswirkungen
auf die wahrgenommene Tiefe als wenn P weiter vom Bildschirm entfernt liegt. Eine
weitere Beobachtung ist folgende: Hält man a, dF und s konstant, so liegt P vor F für
den Fall, dass Pl links von Pr liegt, und hinter F, für den Fall, dass Pl rechts von Pr
liegt. Dabei ist der wahrgenommene Tiefenunterschied t für den Fall, dass P hinter
F liegt größer, wie Abbildung 8.6 verdeutlicht. Das bedeutet, dass bei einer festen
Verschiebung s eine ungekreuzte Disparität leichter zu erkennen ist als eine gekreuzte
Disparität. Weiterhin kann anhand der angegebenen Größen festgehalten werden, dass
die Verschiebung s den Augenabstand nicht überschreiten darf, damit P vor dem
Betrachter liegt.
3Es ist anzumerken, dass die Approximation des Kreises durch eine Gerade bereits für die Größenver-
hältnisse aus der Abbildung eine relativ gute Approximation ist. Die Disparität von P beträgt hier
ungefähr 0, 135 rad und P ist 19, 53 Zentimeter entfernt. Für die gleiche horizontale Position von Pl
und Pr auf dem Vieth-Müller-Kreis erhält man für die Disparität den Wert 0, 134 rad und für die
Entfernung dP den Wert 19, 07 Zentimeter.
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(a) P liegt hinter F: t = 2, 6 cm. (b) P liegt vor F: t = 1, 86 cm.
Abbildung 8.6: Vergleich scheinbarer Tiefenunterschiede mit a = 6 cm, dF = 13 cm
und s = 1 cm.
§ 8.2
Mathematische Analyse
In diesem Abschnitt wollen wir einige der oben beschriebenen Feststellungen ma-
thematisch untersuchen. Für die mathematische Untersuchung von scheinbarer Tiefe
werden folgende Bezeichnungen vereinbart:
Es sei
• s die horizontale Verschiebung der Punkte Pl und Pr in
Zentimetern, d.h. der Abstand zwischen Pl und Pr,
• dF der Abstand des Fixpunktes zum Betrachter in Zen-
timetern,
• a der Augenabstand in Zentimetern und
• t der wahrgenommene Tiefenunterschied zwischen Fix-
punkt und Referenzpunkt.
Nach dem zweiten Strahlensatz gilt
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i) für den Fall, dass P hinter F liegt
t
dF + t
=
s
a
⇔ ta = sdF + st
⇔ t (a− s) = sdF
⇔ t = s · dF
a− s (8.1)
ii) und für den Fall, dass P vor F liegt
t
dF − t =
s
a
⇔ ta = sdF − st
⇔ t (a + s) = sdF
⇔ t = s · dF
a + s
. (8.2)
Wir fordern, dass s < a ist, da sonst im Fall i) der Referenzpunkt P hinter dem
Betrachter liegt und im Fall ii) der Referenzpunkt zu nah am Betrachter liegt.
Die oben beschriebenen Beobachtungen bezüglich der Abhängigkeiten zwischen Tiefe
und den Größen a, dF und s können nun anhand der Formeln (8.1) und (8.2) mathema-
tisch überprüft werden. Den beiden Formeln kann man direkt entnehmen, dass der
künstlich erzeugte Tiefenunterschied von den Größen s, a und dF abhängt. Es gilt:
(8.2.1) t in Abhängigkeit von s
Je größer die Verschiebung s der beiden Punkte Pl und Pr ist, desto größer ist der
wahrgenommene Tiefenunterschied t zwischen Fixpunkt und dem wahrgenommenen
Referenzpunkt P. ¦
Begründung :
Für den Beweis machen wir eine Fallunterscheidung: Für den Fall i), dass P hinter F
liegt, betrachten wir die Formel (8.1). Da bei der Untersuchung der Auswirkung von s
auf t die übrigen Größen dF und a als Konstanten aufgefasst werden, fassen wir die
Gleichung für t als Funktion in Abhängigkeit von s auf
ta;dF(s) =
s · dF
a− s
und berechnen die erste Ableitung:
t′a;dF(s) =
dF(a− s)− s · dF · (−1)
(a− s)2
=
a · dF
(a− s)2 > 0 für alle s < a, da a und dF > 0.
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Für den Fall ii), dass P vor F liegt betrachten wir die Formel (8.2) und fassen t ebenfalls
als Funktion in Abhängigkeit von s auf:
ta;dF(s) =
s · dF
a + s
Die erste Ableitung berechnet sich zu
t′a;dF(s) =
dF(a + s)− s · dF
(a + s)2
=
a · dF
(a + s)2
> 0 für alle s < a, da a und dF > 0.
Somit ist ta;dF(s) für beide Fälle streng monoton wachsend. Daraus folgt die Aussage
aus dem Satz. ¤
(8.2.2) t in Abhängigkeit von a
Je größer der Augenabstand a ist, desto kleiner ist der wahrgenommene Tiefenunter-
schied t zwischen Fixpunkt und dem wahrgenommenen Referenzpunkt P. ¦
Bewei s :
Wir betrachten wieder die Formeln (8.1) und (8.2). Die Größen dF und s werden als
Konstanten aufgefasst, sodass t als Funktion in Abhängigkeit von a aufgefasst werden
kann
ts;dF(a) =
{
s·dF
a−s für P hinter F
s·dF
a+s für P vor F
.
Die erste Ableitung ergibt
t′s;dF(a) =
{ −s·dF
(a−s)2 für P hinter F
−s·dF
(a+s)2 für P vor F
.
In beiden Fällen gilt t′s;dF(a) < 0 für alle a > s, da s > 0 und dF > 0. Somit ist ts;dF(a)
streng monoton fallend. Daraus folgt die Aussage aus dem Satz. ¤
(8.2.3) t in Abhängigkeit von dF
Je größer die Entfernung dF des Fixpunktes zum Betrachter ist, desto größer ist der
wahrgenommene Tiefenunterschied t zwischen Fixpunkt und dem wahrgenommenen
Referenzpunkt P. ¦
Bewei s :
Wir betrachten erneut die Formeln (8.1) und (8.2) und fassen t in Abhängigkeit von dF
auf. Also
ta;s(dF) =
{ s
a−s · dF für P hinter F
s
a+s · dF für P vor F
.
Dies ist eine lineare Funktion mit der Steigung sa−s für P hinter F und
s
a+s für P vor F.
Die Steigung ist in beiden Fällen positiv, da a > s vorausgesetzt wird. Also ist ta;s(dF)
streng monoton wachsend. Daraus folgt die Aussage aus dem Satz. ¤
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(8.2.4) Lage von P bei konstantem s, dF und a
Bei festen a, dF und s, kann der Referenzpunkt P vor und hinter F liegen. Liegt P hinter
F (ungekreuzte Disparität) ist der Tiefenunterschied größer. ¦
Bewei s :
Es sei thinten bzw. tvorne der Tiefenunterschied zwischen P und F, wenn P hinter bzw.
vor F liegt. Wir zeigen thinten > tvorne, falls a, s und dF konstant sind.
thinten > tvorne
⇔ s · dF
a− s >
s · dF
a + s
⇔ asdF + s2dF > asdF − s2dF
⇔ 1 > −1
Somit gilt die Aussage. ¤
§ 8.3
Darstellung scheinbarer Tiefe am Bildschirm
Die Darstellung scheinbarer Tiefenunterschiede erfolgt häufig am Bildschirm wie
beispielsweise beim Stereoversuch aus dem ersten Teil dieser Arbeit oder auch bei
3D-Filmen. Der Abstand zwischen Pl und Pr wird dann nicht, wie die Formel fordert
in Zentimeter angegeben, sondern in Pixel. Daher muss vor der Berechnung der Tiefe
t aus Formel (8.1) und (8.2) die Verschiebung s in Zentimeter umgerechnet werden.
Diese Umrechnung ist abhängig von der Auflösung und der Breite des jeweiligen
Bildschirms. Betrachten wir dazu ein Beispiel:
(8.3.1) Beispiel
Für einen Monitor mit einer Auflösung von 1280 x 1024 Pixel und einer Breite von 34
Zentimetern ergibt sich:
1 cm =
1280
34
Pixel
⇒ 1 Pixel = 34
1280
≈ 0, 02656 cm
Wir wissen bereits, dass die Disparität µ = ϕr − ϕl die entscheidende Größe ist, um
Tiefe wahrzunehmen. Sie ist nach Abschnitt 6.6 ein Maß für die Lage eines Refe-
renzpunktes bezüglich eines Fixpunktes. Mit folgender Formel kann die Disparität
angenähert werden:
µ˜ =
{ at
d2F
für P hinter F
− at
d2F
für P vor F
≈ ϕr − ϕl (8.3)
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Diese Formel ist hilfreich, um die Disparität zu berechnen, wenn der Augenabstand a,
der Abstand dF des Fixpunktes zum Betrachter und der Tiefenunterschied t zwischen
Referenz- und Fixpunkt, der sich aus der Verschiebung s, dem Augenabstand a und der
Bildschirmentfernung (=Fixpunktentfernung) dF ergibt, bekannt sind. Beispielsweise
verwendet das Computerprogramm zum Stereoversuch aus dem ersten Teil der Arbeit
diese Formel, um die Disparität zu bestimmen.4
Vor diesem Hintergrund folgen nun einige Ergänzungen zum Stereoversuch aus dem
ersten Teil dieser Arbeit. Mit Hilfe des Versuchs haben wir einen Schwellenwert er-
halten. Dieser Schwellenwert wurde mit b bezeichnet und entspricht der kleinsten
horizontalen Verschiebung der verschieden-farbigen Punkte, die bei einer Versuchsper-
son noch eine Tiefenempfindung auslöst. Die Verschiebung wird in Pixel angegeben.
Aus diesem Schwellenwert können wir nun die kleinste Disparität ermitteln, die bei
einem Probanden gerade noch eine Tiefenempfindung auslöst. Betrachten wir dazu
folgendes Beispiel:
(8.3.2) Beispiel (Zahlenbeispiel)
Ein Proband mit einem Pupillenabstand von 6, 3 Zentimeter sitzt während des Versuchs
1, 80 Meter vom Monitor entfernt. Der Monitor hat eine Auflösung von 1280 x 1024
Pixel und ist 34 Zentimeter breit. Nach der Datenerhebung und dem anschließenden
Datenfit erhält der Proband als Wendepunkt der angepassten logistischen Funktion
den Punkt W = (3, 3, 0, 75). Der Schwellenwert b liegt also bei 3, 3 Pixel. Dies ist der
kleinste horizontale Punktversatz, der bei dem Probanden eine Tiefenempfindung
auslöst.
Zunächst wird der in Pixel gemessene horizontale Versatz in Zentimeter umgerechnet.
Nach Beispiel (8.3.1) entspricht einem Pixel etwa 0, 02656 Zentimeter. Für die kleinste
Verschiebung s, die bei dem Probanden noch eine Tiefenwahrnehmung auslöst, gilt:
s = 0, 02656 · 3, 3 = 0, 087648 Zentimeter.
Mit Hilfe des Computerprogramms für den Stereoversuch konnte man sich den Tie-
fenunterschied t und die daraus resultierende Disparität berechnen lassen (Durch
Mausklick auf den Button „Berechne Disparität“). Diese Berechnung wurde mit der
Formel (8.1) durchgeführt. Für die wahrgenommene Tiefe t ergibt sich:
thinten =
s · dF
a− s
=
0, 087648 cm · 180 cm
6, 3 cm− 0, 087648 cm
= 2, 5396 cm.
Bei einer Entfernung von 1, 80 Meter nimmt der Proband Tiefenunterschiede von 2, 5396
Zentimeter wahr. Anzumerken ist, dass beim Versuch zum Stereosehen das Tiefensehen
mit einem Rechteck vor und hinter der Bildschirmebene zu gleichen Teilen getestet wur-
de und anschließend die Ergebnisse beider Darbietungen gemeinsam gemittelt wurde.
4Die Herleitung der Formel folgt in Abschnitt 9.4.5.
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Es wurde also nicht unterschieden, ob das Rechteck vor oder hinter dem Bildschirm
erscheint. Lediglich die Größe der Punktverschiebungen war ausschlaggebend. Somit
wurde außen vor gelassen, dass Tiefenunterschiede von Punkten, die xt Zentimeter
vor dem Bildschirm erscheinen, leichter zu erkennen sind, als Tiefenunterschiede von
Punkten, die xt Zentimeter hinter dem Bildschirm erscheinen.
Aus dem Wert für t kann die Disparität nach Formel (8.3) berechnet werden:
µ =
athinten
d2F
=
6, 3 cm · 2, 5396 cm
1802 cm2
= 0, 0004938.
Die Disparitätsschwelle liegt also bei µ0 = 0, 0004938. Scheinbare Tiefenunterschiede
von Referenzpunkten, die eine kleinere Disparität aufweisen, werden vom Probanden
nicht wahrgenommen. ¦
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Kapitel Neun
Mathematische Beschreibung und Analyse des
beidäugigen Sehens
Ziel dieses Kapitels ist es, das beidäugige Sehen mathematisch zu beschreiben und
anschließend zu analysieren. Als Basis dient das Modell des beidäugigen Sehens mit
einem unendlich fernen Fixpunkt, da dieses mathematisch einfacher ist als das Modell
mit einem endlichen Fixpunkt. Wie wir bereits festgehalten haben, spielen die Winkel
ϕl und ϕr bei diesem Modell eine wesentliche Rolle. Sie sind die entscheidenden
Größen, um Aussagen über die Referenzpunktlage zu treffen. Diese werden im ersten
Abschnitt mit Hilfe von elementargeometrischen Sätzen bestimmt. Das Verstehen und
Nachvollziehen einzelner Schritt benötigt grundlegende Kenntnisse aus der Geometrie.
Darunter vor allem trigonometrische Funktionen, insbesondere der Tangens und Arcus-
tangens, sowie Winkelsätze.1 Im zweiten Abschnitt wird zum einen eine Vorschrift
hergeleitet, die für einen gegebenen Referenzpunkt die zugehörigen Winkel berechnet
und zum anderen eine Vorschrift angegeben, die einem gegebenen Referenzpunkt die
zugehörige Disparität zuordnet. Im nachfolgenden dritten Abschnitt werden beide
Vorschriften analysiert. Dabei sollen unter anderem einige Beobachtungen, die wir
in Abschnitt 7.2 mit Hilfe von Geonext-Applets festgestellt haben, verifiziert werden.
Die Herleitung und Analyse der Vorschriften erfordert grundlegende Aspekte der
Analysis und richtet sich in erster Linie an Mathematikkurse der Oberstufe. Im vierten
Abschnitt werden für die beiden bereits definierten „exakten“ Vorschriften aus dem
zweiten Abschnitt vereinfachte Vorschriften hergeleitet und anschließend ebenfalls
analysiert. Dabei werden einige Kenntnisse über den Arcustangens benötigt. Speziell
der Verlauf des Funktionsgraphen, sowie die erste Ableitung sind Grundvoraussetzung
für das Verständnis.
1Im Anhang B.4 werden Applets beschrieben, die zum Verständnis trigonometrischer Funktionen
beitragen.
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§ 9.1
Geometrische Bestimmung der Winkel
In diesem Abschnitt wollen wir die Winkel ϕl und ϕr geometrisch bestimmen. Für die
Winkelbestimmung betrachten wir Abbildung 9.1, die wir bereits aus Abschnitt 7.1
kennen. Wir gehen davon aus, dass der Referenzpunkt P durch die Entfernung d zum
Betrachter und den Größen al und ar beschrieben wird.
ϕ′r
d drdl
Kr
Or
a
aral
ϕr
ϕl
Pr
ϕ′l
Pl
HP
Ol
P
Kl
Abbildung 9.1: Vereinfachtes zweidimensionales Modell des Sehens mit Fixpunkt im
Unendlichen.
(9.1.1) Satz
Die Winkel ϕl und ϕr können berechnet werden durch
ϕl = arctan
al
d
und
ϕr = arctan
ar
d
. (9.1)
¦
Bewei s :
Für das rechtwinklige Dreieck mit den Eckpunkten P, Kl und HP gilt
tan ϕ′l =
al
d
⇔ ϕ′l = arctan
al
d
.
Da die Stufenwinkel ϕl und ϕ′l gleich groß sind, gilt die Aussage. Analog lässt sich die
Aussage für ϕr herleiten. ¤
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Wir erinnern uns daran, dass es sich bei den Größen al und ar um gerichtete Abstände
handelt, wie in Definition (7.1.1) festgehalten wurde. Aus den Größen al, ar und d und
den berechneten Winkeln ϕl und ϕr lassen sich auch die unbekannten Längen dl und
dr wie folgt bestimmen:
sin ϕl =
al
dl
und sin ϕr =
ar
dr
⇔ dl = alsin ϕl und dr =
ar
sin ϕr
Um eine Vorstellung von den Winkelwerten für ϕl und ϕr zu bekommen, sind in
Tabelle 9.1 einige Beispielwerte für Referenzpunkte, die mittig zwischen den Augen
liegen, aufgelistet. Die Längenangaben werden dabei in Zentimeter gemessen und die
Winkelangaben im Bogenmaß. Die Werte sind auf drei Nachkommastellen gerundet.2
Punkt P Winkel
dl dr al ar d
10, 484 10, 484 3, 15 −3, 15 10
20, 247 20, 247 3, 15 −3, 15 20
50, 099 50, 099 3, 15 −3, 15 50
100, 050 100, 050 3, 15 −3, 15 100
200, 025 200, 025 3, 15 −3, 15 200
500, 010 500, 010 3, 15 −3, 15 500
1000, 005 1000, 005 3, 15 −3, 15 1000
ϕl ϕr
0, 305 −0, 305
0, 156 −0, 156
0, 063 −0, 063
0, 031 −0, 031
0, 016 −0, 016
0, 006 −0, 006
0, 003 −0, 003
Tabelle 9.1: Werte für Punkte P und deren Winkel ϕl und ϕr mit a = 6, 3 cm.
Anhand der Tabelle kann die Beobachtung, dass mit zunehmender Entfernung des
Referenzpunktes zum Betrachter die Winkel vom Betrag her kleiner werden, was bereits
anhand der Geonext-Applets festgestellt wurde, bestätigt werden.3 Es lässt sich sogar
vermuten, dass sich die Referenzpunktentfernung d antiproportional zu der Größe der
Winkel ϕl und ϕr verhält. Das heißt, verdoppelt man zum Beispiel die Entfernung des
Referenzpunktes zu beiden Augen, so halbieren sich die Winkel ϕl und ϕr. Weiterhin
zeigen die Werte, dass zum einen die Winkel vom Betrag her gleich sind, sofern der
Referenzpunkt mittig zwischen beiden Augen liegt und zum anderen, dass sich die
Größen d, dl und dr, die in Zentimeter angegeben sind, nur in den Nachkommastellen
unterscheiden, was ebenfalls schon mit Hilfe der Geonext-Applets festgestellt wurde.
Weitere in Kapitel 7.2 festgehaltene Beobachtungen könnte man anhand von kon-
kreten Werten untersuchen, indem man beispielsweise den Augenabstand variiert.
2Für die Berechnung von Beispielwerten wurde ein Applet entwickelt, welches im Anhang B.4 be-
schrieben wird.
3Vgl. Erkenntnisse aus Abschnitt 7.2.1.
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Da wir später die Feststellungen, die anhand der Geonext-Applets herausgearbeitet
wurden, allgemein verifizieren werden, verzichten wir an dieser Stelle auf weitere
Untersuchungen mit Beispielwerten.
§ 9.2
Abbildungsvorschrift für die Winkel und für die Disparität
In diesem Abschnitt wollen wir zunächst eine Vorschrift herleiten, die einem Referenz-
punkt die Winkel ϕl und ϕr zuordnet. Anschließend wird eine Vorschrift bestimmt,
die einem Referenzpunkt seine zugehörige Disparität zuordnet. Es folgt erst eine
umgangssprachliche Beschreibung des beidäugigen Sehens. Anschließend wird die
Beschreibung abstrahiert und schließlich mathematisiert.
Einem Punkt in der Ebene, der durch zwei Koordinaten gegeben ist, wird ein Paar
von Winkeln auf der Netzhaut jedes Auges zugeordnet. Etwas abstrakter können wir
die Situation folgendermaßen ausdrücken: Einem Paar reeller Zahlen wird durch eine
Vorschrift ein anderes Paar reeller Zahlen zugeordnet. Man hat hier einen Spezialfall
dessen, was in der Mathematik Abbildung heißt. Die zugehörige Abbildungsvorschrift
können wir folgendermaßen angeben:
p : D → W
(x, y) 7→ (ϕl, ϕr) (9.2)
Das Paar (x, y) beschreibt die Lage des Referenzpunktes in einem kartesischen Koor-
dinatensystem. D bezeichnet den Definitionsbereich der Abbildung. Er umfasst alle
möglichen Referenzpunkte. W beschreibt den Wertebereich. Diese Menge enthält die
zugehörigen, durch die Sehstrahlen aller Referenzpunkte erzeugten Winkelpaare.
Ziel ist es, die in (9.2) aufgestellte Abbildungsvorschrift nur mittels der kartesischen
Koordinaten des Referenzpunktes P = (x, y) auszudrücken. Die Koordinaten werden
dabei in Zentimeter angegeben. Das Koordinatensystem, das für die mathematische
Beschreibung zur Hilfe genommen wird, wird so verschoben, dass die Knotenpunkte Kl
und Kr symmetrisch zueinander auf der x-Achse liegen. Der Nullpunkt liegt demnach
in der Mitte der Knotenpunkte, wie Abbildung 9.2 zeigt.
Für die Koordinaten der Knotenpunkte Kl und Kr folgt
Kl =
(
− a
2
, 0
)
und Kr =
( a
2
, 0
)
.
Die Längen al, ar und d können mit Hilfe von x und y ausgedrückt werden durch
al = x +
a
2
, ar = x− a2 und d = y.
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− a2 a2
Abbildung 9.2: Modell des beidäugigen Sehens mit Einbeziehung eines Koordinaten-
systems.
Man beachte, dass al < 0 gilt, wenn P links von Kl liegt, wie in Definition (7.1.1)
gefordert wurde, da für diesen Fall x < − a2 ist. Analog ist ar > 0 für den Fall, dass P
rechts von Kr liegt, da dann x > a2 gilt. Wir haben bereits festgestellt, dass die Winkel ϕl
und ϕr mit Hilfe des Arcustangens berechnet werden können. Für die Winkel folgt
ϕl = arctan
al
d
= arctan
x + a2
y
und
ϕr = arctan
ar
d
= arctan
x− a2
y
.
Nun gilt es noch zu klären, wie der Definitionsbereich D und der Wertebereich W
beschrieben werden können. Wir haben bereits festgehalten, dass mögliche Referenz-
punkte nahe der Blickrichtung des Fixpunktes liegen. Dies wollen wir nun spezifizieren,
indem wir festlegen, dass wir nur Referenzpunkte zulassen, deren Sehstrahlen mit den
Sehstrahlen des Fixpunktes einen festen Winkel ψ nicht überschreiten. Wir fordern
also −ψ 6 ϕi 6 ψ. Mit dieser Annahme kann der Wertebereich eingeschränkt werden
durch
W = [−ψ,ψ]× [−ψ,ψ] .
Dabei wird der Winkel ψ im Bogenmaß angegeben.
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Für den Definitionsbereich D folgt
−ψ 6 ϕl 6 ψ und − ψ 6 ϕr 6 ψ
⇔ −ψ 6 arctan x +
a
2
y
6 ψ und
−ψ 6 arctan x−
a
2
y
6 ψ
⇔ tan (−ψ) 6 x +
a
2
y
6 tanψ und
tan (−ψ) 6 x−
a
2
y
6 tanψ
⇔ −y tanψ− a
2
6 x 6 y tanψ− a
2
und
−y tanψ+ a
2
6 x 6 y tanψ+ a
2
⇒ −y tanψ+ a
2
6 x 6 y tanψ− a
2
. (9.3)
Weiter muss die Entfernung des Referenzpunktes zum Betrachter eine bestimmte
Mindestgröße m haben, damit beide Augen den Referenzpunkt wahrnehmen. Wie
Abbildung 9.3 verdeutlicht, lässt sich m bestimmen, indem man das Gleichungssystem
ϕl = ψ und ϕr = −ψ nach y auflöst:
ϕl = ψ und ϕr = −ψ
⇔ arctan x +
a
2
y
= ψ und arctan
x− a2
y
= −ψ
⇔ x +
a
2
y
= tanψ und
x− a2
y
= − tanψ
⇔ x = y · tanψ− a
2
und
x− a2
y
= − tanψ
Nun setzen wir x in die zweite Gleichung ein und erhalten für y
y · tanψ− a2 − a2
y
= − tanψ
⇔ tanψ− a
y
= − tanψ
⇔ a
y
= 2 tanψ
⇔ y = a
2 tanψ
.
Mit m = a2 tanψ folgt für den Definitionsbereich:
D := {(x, y) ∈ R2; y > m und − y tanψ+ a
2
6 x 6 y tanψ− a
2
}
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Abbildung 9.3: Bestimmung des Mindestabstandes von P zum Betrachter.
Insgesamt erhält man für den Ansatz aus (9.2):
p : D → W
(x, y) 7→
arctan x + a2y︸ ︷︷ ︸
=ϕl
, arctan
x− a2
y︸ ︷︷ ︸
=ϕr
 (9.4)
Diese Abbildung bezeichnen wir mit Netzhautabbildung.
Um eine bessere Vorstellung von der Größe des Werte- und Definitionsbereichs zu
bekommen, wollen wir einen konkreten Zahlenwert für ψ definieren. Dazu schränken
wir die Lage der Referenzpunkte weiter ein. Für weitere Untersuchungen legen wir
fest, dass wir nur Referenzpunkte zulassen, die von beiden Augen scharf wahrgenom-
men werden. Referenzpunkte, die auf der Netzhaut maximal 1 Grad vom Fixpunkt
abweichen, werden am schärfsten wahrgenommen. Der Bereich, der bis zu 5 Grad vom
Fixpunkt abweicht, ist zwar noch erkennbar, wird aber nicht mehr scharf gesehen. Bei
einem Winkel von etwa 5 Grad beträgt die Sehschärfe ungefähr 50 Prozent.4 Daher
betrachten wir nur Referenzpunkte, deren Netzhautbilder maximal 1 Grad (= pi180 rad)
4Vgl. Goldstein (2008).
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vom Abbild des Fixpunktes auf der Netzhaut abweichen.5 In Abschnitt 7.2.2 wurde
diese Situation bereits anhand eines Geonext-Applets experimentell untersucht. Abbil-
dung 9.4 visualisiert den Bereich auf der Netzhaut. Die roten Sehstrahlen schließen
mit dem Sehstrahl des Fixpunktes einen Winkel von einem Grad ein. Der Abbildung
Abbildung 9.4: Bereich der Netzhaut, in dem Punkte scharf wahrgenommen werden.
kann entnommen werden, dass der rot eingezeichnete Bereich auf der Netzhaut, in
dem Punkte scharf wahrgenommen werden, sehr klein ist.
Durch Einsetzen von ψ = pi180 und a = 6, 3 Zentimeter in m, ergibt sich, dass mögliche
Referenzpunkte mindestens 6,3 cm2 tan pi180
≈ 180, 5 cm vom Betrachter entfernt liegen. Diese
Tatsache konnte bereits experimentell in Abschnitt 7.2.2 gezeigt werden.
Nachdem wir nun eine Vorschrift hergeleitet haben, die jedem möglichen Referenz-
punkt das zugehörige Winkelpaar zuordnet, wollen wir auch eine Abbildungsvorschrift
angeben, die jedem Punkt die zugehörige Disparität zuordnet. Da die Disparität durch
die Differenz der Winkel ϕr − ϕl definiert ist, können wir für eine solche Zuordnung
direkt folgern
µ : D → Wµ
(x, y) 7→ arctan x−
a
2
y
− arctan x +
a
2
y
. (9.5)
Diese Abbildung bezeichnen wir mit Disparitätsabbildung.
Die durch die Einführung des Koordinatensystems erhaltenen Abbildungsvorschriften
können nun mathematisch analysiert werden.
5Näheres hierzu wurde im Zusatzabschnitt 6.3 beschrieben.
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§ 9.3
Analyse der Abbildungsvorschriften
In diesem Abschnitt wird zum einen die Disparitätsabbildung µ aus Gleichung (9.5)
analysiert und zum anderen einige Aspekte bezüglich der Netzhautabbildung p aus
Gleichung (9.4) diskutiert. Viele der Beobachtungen, die wir anhand der Geonext-App-
lets in Abschnitt 7.2 festgehalten haben, wollen wir mit Hilfe der beiden Gleichungen
verifizieren.
9.3.1 Analyse der Disparitätsabbildung
Bei der Analyse der Disparitätsabbildung treffen wir die Einschränkung, dass der
Referenzpunkt mittig zwischen den Augen liegt und somit die x-Koordinate 0 ist,
sodass die Abbildungsvorschrift mit einfachen mathematischen Werkzeugen analysiert
werden kann. Im Folgenden wird zunächst begründet, warum diese Einschränkung
legitim ist. Anschließend erfolgt die Analyse von µ(x, y) mit x = 0.
Für die Rechtfertigung der Einschränkung x = 0 wollen wir uns die Funktionsgraphen
der Disparitätsabbildung µ(x, y) aus Gleichung (9.5) für verschiedene feste Werte für x
ansehen. Wir wissen bereits (vgl. Ungleichung (9.3) mit ψ = pi180 ), dass die Werte für x
beschränkt sind durch
−y tan pi
180
+
a
2
6 x 6 y tan pi
180
− a
2
.
Betrachtet man Graphen der Disparitätsabbildung für unterschiedliche x-Werte, so
stellt man fest, dass ab einer bestimmten Entfernung y diese Graphen mit dem Graph
für x = 0 fast identisch sind. Die Entfernung y, ab der dies eintritt, hängt dabei vom
festen Wert x ab.
Beispielsweise ist x bei einem Durchschnittsaugenabstand von 6, 3 Zentimeter für
Referenzpunkte, die bis zu 10 Meter entfernt sind, beschränkt durch
−1000 cm · tan pi
180
+ 3, 15 cm 6 x 6 1000 cm · tan pi
180
− 3, 15 cm
⇔ −14, 305 cm 6 x 6 14, 305 cm.
Schauen wir uns einige Graphen mit unterschiedlichen Werten für x an, wobei x ∈
[−14, 305, 14, 305] gilt. Diagramm 9.5 zeigt Graphen der Disparitätsabbildung mit
x = 0, 1, 5, 10 und 14 Zentimeter. Auf der Abszisse ist die Entfernung y zum
Betrachter abgetragen und auf der Ordinate die Disparität.
Der Verlauf der Graphen zeigt, dass bereits ab einer sehr geringen Entfernung y, alle
Graphen für x 6= 0 mit dem Graphen für x = 0 identisch sind. Sogar für x = 14
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Abbildung 9.5: Disparität für x = 0, 1, 5, 10 und 14 cm mit a = 6, 3 cm.
Zentimeter stimmen die Werte ab einer Referenzpunktentfernung von etwa y = 100
Zentimeter fast überein.
Betrachten wir noch ein weiteres Zahlenbeispiel und sehen uns die Graphen der
Disparitätsabbildung für Referenzpunkte an, die bis zu 50 Meter entfernt sind. Der
Wert x liegt dann im Intervall[
−5000 cm · tan pi
180
+ 3, 15 cm, 5000 cm · tan pi
180
− 3, 15 cm
]
= [−84, 125 cm, 84, 125 cm] .
Abbildung 9.6 zeigt 4 Graphen mit x = 0, 10, 50 und 84 Zentimeter. Dem Diagramm
kann man entnehmen, dass selbst der Verlauf des Graphen für x = 84 Zentimeter ab
etwa y = 200 Zentimeter fast dem des Graphen für x = 0 Zentimeter entspricht.
Natürlich könnte man aufgrund dieses Zahlenbeispiels auf den ersten Blick behaupten,
dass die Einschränkung x = 0 nur für y > 5 Meter brauchbar sei. Dem entgegen steht
jedoch das erste Zahlenbeispiel, bei dem die Graphen bereits für y > 1 Meter fast
übereinstimmen. Das Argument, das dahinter steht ist folgendes: Der x-Wert hängt
von dem y-Wert ab. Beispielsweise liegt für y < 5 Meter der Wert x = 84 Zentimeter
nicht im Definitionsbereich.
Also gehen wir für weitere Untersuchungen der Disparitätsabbildung von x = 0
aus.6
6 Die Disparitätsabbildung bei dem Modell mit Fixpunkt im Nahbereich verläuft ähnlich, wie die
in Abbildung 9.5 und 9.6 dargestellten Graphen. Jedoch schneiden diese die Abszisse an der
Fixierdistanz, das heißt an der Stelle, wo die y-Koordinate des Fixpunktes liegt. Dies erklärt sich
dadurch, dass Referenzpunkte, die vor dem Fixpunkt liegen, eine negative Disparität haben und
Referenzpunkte, die hinter dem Fixpunkt liegen eine positive. Referenzpunkte, die gleich weit vom
Betrachter entfernt sind wie der Fixpunkt weisen keine Disparität auf.
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Abbildung 9.6: Disparität für x = 0, 10, 50 und 84 cm mit a = 6, 3 cm.
Mit dieser Vereinbarung gilt für die Disparität
µ (0, y) = arctan
0− a2
y
− arctan 0+
a
2
y
= arctan
−a
2y
− arctan a
2y
= −2 arctan a
2y
.
Insgesamt folgt für die Abbildungsvorschrift
µ : D → Wµ
(x, y) 7→ −2 arctan a
2y
. (9.6)
Mit dieser vereinfachten Abbildungsvorschrift sollen nun einige Sachverhalte analysiert
werden. Zunächst betrachten wir den Zusammenhang zwischen dem Augenabstand
und der Disparität. Anhand eines Geonext-Applets haben wir bereits festgestellt,
dass Menschen mit großem Augenabstand bessere Voraussetzungen für die Tiefen-
wahrnehmung haben.7 Bevor wir dies mathematisch beweisen, schauen wir uns den
Sachverhalt in einem Diagramm an, welches in Abbildung 9.7 dargestellt wird. Auf der
Abszisse wird der Wert für die y-Koordinate des Referenzpunktes, also der Abstand
zum Betrachter, abgetragen und auf der Ordinate der dazugehörige Disparitätswert.
Insgesamt zeigt das Diagramm drei Graphen, wobei der Augenabstand variiert. An
den Graphen kann man ablesen, dass bei größerem Augenabstand auch die Disparität
betragsmäßig größer ist, was gleichbedeutend damit ist, dass Menschen mit einem
größeren Augenabstand bessere Voraussetzungen für die Tiefenwahrnehmung haben.
7Vgl. Erkenntnisse aus Abschnitt 7.2.5.
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Abbildung 9.7: Disparität für verschiedene Augenabstände für x = 0.
Dies wollen wir nun auch mathematisch herleiten. Mit Hilfe der Disparitätsabbildung
µ werden wir beweisen, dass die Disparität für denselben Punkt P(0, y) bei Menschen
mit größerem Augenabstand vom Betrag her größer ist als bei Menschen mit kleinerem
Augenabstand. Dazu müssen wir zeigen, dass wenn die Disparität µ1 vom Betrag her
kleiner ist als die Disparität µ2, dann ist auch der Augenabstand a1 kleiner als der
Augenabstand a2. Wir starten mit der Forderung
|µ1| < |µ2|
und setzen die Abbildungsvorschrift µ aus Gleichung (9.6) in µ1 und µ2 ein. Wir
erhalten ∣∣∣∣−2 · arctan a12y
∣∣∣∣ < ∣∣∣∣−2 · arctan a22y
∣∣∣∣ .
Da a1,2 > 0 und y > 0, ist auch arctan
a1,2
2y > 0, sodass
arctan
a1
2y
< arctan
a2
2y
folgt. Weiter ist der Arcustangens streng monoton steigend, d.h. arctan x1 < arctan x2
für x1 < x2. Also gilt auch
a1
2y
<
a2
2y
⇔ a1 < a2.
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Somit haben wir gezeigt, dass |µ1| < |µ2| äquivalent ist zu a1 < a2.
Des Weiteren haben wir bereits anhand der Geonext-Applets festgestellt, dass die
Disparität vom Betrag her kleiner wird, je weiter der Referenzpunkt vom Betrachter
entfernt ist.8 Auch diesen Sachverhalt wollen wir nun mathematisch überprüfen. Dazu
müssen wir zeigen, dass wenn P1(0, y1) weiter vom Betrachter entfernt ist als P2(0, y2),
dann ist die zugehörige Disparität µ1 vom Betrag her kleiner als µ2. Oder kurz: Aus
y1 > y2 folgt |µ1| < |µ2|. Mit ähnlichen Argumenten wie oben, kann dies schnell durch
Äquivalenzumformungen verifiziert werden:
y1 > y2
⇔ a
2y1
<
a
2y2
⇔ 2 arctan a
2y1
< 2 arctan
a
2y2
⇔ |µ1| < |µ2|
Weiterhin wurde in Abschnitt 7.2 festgehalten, dass sich die Disparität eines Refe-
renzpunktes immer mehr der 0 annähert, je mehr sich dieser Referenzpunkt dem
unendlich fernen Fixpunkt nähert.9 Nun soll mathematisch untersucht werden, was
mit der Disparität für Referenzpunkte P(0, y) in der Nähe des Fixpunktes passiert.
Dazu bilden wir den Grenzwert für die Disparitätsabbildung aus Gleichung (9.6) für y
gegen ∞:
lim
y→∞ µ(x, y) = limy→∞
(
−2 arctan a
2y
)
= 0
Insgesamt folgt, dass es eine Grenze für die Disparität eines Referenzpunktes geben
muss, ab der kein Tiefenunterschied mehr zwischen einem Referenzpunkt P(0, y) und
einem unendlich fernen Fixpunkt wahrgenommen wird. Die Entfernung y, ab der
dieser Fall eintritt, soll nun berechnet werden. Alle Disparitätswerte, die vom Betrag
kleiner sind als die Disparitätsschwelle µ0, lösen keine Tiefenwahrnehmung mehr aus.
Die Schwelle wird dabei stets als positive Zahl angegeben. Wir fordern also
|µ| < µ0.
Daraus können wir die Entfernung y, ab der kein Tiefenunterschied zwischen Re-
ferenzpunkt und Fixpunkt wahrgenommen wird, leicht berechnen, indem wir die
8Vgl. Erkenntnisse aus Abschnitt 7.2.1.
9Vgl. Erkenntnisse aus Abschnitt 7.2.2.
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Abbildungsvorschrift für µ einsetzen und die Ungleichung nach y umformen.
|µ| < µ0
⇔
∣∣∣∣−2 · arctan a2y
∣∣∣∣ < µ0
⇔ arctan a
2y
<
µ0
2
⇔ a
2y
< tan
µ0
2
⇔ y > a
2 · tan µ02
(9.7)
Um eine Vorstellung von der Entfernung zu bekommen, ab der Fixpunkt und Re-
ferenzpunkt zusammenfallen, betrachten wir folgendes Zahlenbeispiel: Die kleinste
Disparität, die bei geübten Beobachtern eine Tiefenempfindung auslöst, liegt bei 2
Winkelsekunden.10 Ist die Disparität eines Referenzpunktes vom Betrag her kleiner
als 2 Winkelsekunden, kann der Beobachter diesen nicht mehr von dem unendlich
fernen Fixpunkt unterscheiden. Nach der Umrechnungstabelle 6.1 erhält man als
Disparitätsschwelle
µ0 = 2′′ = 2 · 4, 887 · 10−6 rad.
Für einen Augenabstand von 6, 3 Zentimetern erhält man durch Einsetzen der Größen
in Ungleichung (9.7) näherungsweise
y >
6, 3 cm
2 · tan 2·4,887·10−62
⇔ y > 644567, 2191 cm ≈ 6, 45 km. (9.8)
Das bedeutet, dass ein Referenzpunkt ab einer Entfernung von etwa 6, 45 Kilometern
nicht mehr vom unendlich fernen Fixpunkt unterscheidbar ist.11
Interessant ist auch die Frage, wie weit zwei Referenzpunkte bezüglich ihrer vertikalen
Position mindestens voneinander entfernt sein müssen, damit der Betrachter diese
voneinander unterscheiden kann. Um diese Frage zu klären, betrachten wir einen festen
Referenzpunkt P0(0, y0) mit fester Entfernung y0 zum Betrachter und einen weiteren
Referenzpunkt P(0, y). Wie oben gehen wir davon aus, dass ab einer Disparitätsschwelle
µ0 keine Tiefenwahrnehmung mehr möglich ist. Daher fordern wir
|µ(0, y)− µ(0, y0)| < µ0. (9.9)
Durch Einsetzten von µ aus Gleichung (9.6) erhalten wir∣∣∣∣− arctan a2y + arctan a2y0
∣∣∣∣ < µ0. (9.10)
10Vgl. Harmening (2007) S.71.
11Im Anhang B.4 wird ein Applet beschrieben, mit dem die Entfernung y, ab der Referenzpunkt
und Fixpunkt zusammenfallen, für einen individuellen Augenabstand und einer individuellen
Disparitätsschwelle berechnet werden kann.
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Um den Betrag aufzulösen machen wir eine Fallunterscheidung. Dabei wird die
Monotonie des Arcustangens wieder ausgenutzt. Für den Fall „> “ erhalten wir
− arctan a
2y
+ arctan
a
2y0
> 0
⇔ arctan a
2y0
> arctan a
2y
⇔ y > y0.
Analog erhalten wir für den Fall „< “, dass dann y < y0 gilt.
Für Ungleichung (9.10) folgt
− arctan a
2y
+ arctan
a
2y0
< µ0 und y > y0 oder (9.11)
arctan
a
2y
− arctan a
2y0
< µ0 und y < y0. (9.12)
Die Ungleichungen werden nach y aufgelöst. Für (9.11) erhalten wir
arctan
a
2y
> arctan
a
2y0
− µ0 und y > y0
⇔ a
2y
> tan
(
arctan
a
2y0
− µ0
)
und y > y0
⇔ y < a
2 tan
(
arctan a2y0 − µ0
) und y > y0
⇔ y0 6 y < a
2 tan
(
arctan a2y0 − µ0
) . (9.13)
Durch analoge Umformungen erhalten wir für (9.12)
a
2 tan
(
arctan a2y0 + µ0
) < y < y0. (9.14)
Alle Referenzpunkte P(0, y), die Ungleichung (9.13) oder (9.14) erfüllen, können von
P(0, y0) nicht unterschieden werden. Betrachten wir ein Zahlenbeispiel: Wie oben
gehen wir davon aus, dass a = 6, 3 Zentimeter ist und die Disparitätsschwelle bei
2 · 4, 887 · 10−6 rad (= 2 Winkelsekunden) liegt. Weiter wird angenommen, dass der
feste Punkt P0 10 Meter vom Betrachter entfernt liegt, also y0 = 1000 Zentimeter. Setzt
man die Werte in Ungleichung (9.13) bzw. (9.14) ein, erhält man näherungsweise
1000 cm 6 y < 1003 cm bzw. 997 cm < y < 1000 cm.
Referenzpunkte, die im Entfernungsintervall (997, 1003) liegen, können somit nicht
vom 10 Meter entfernten Referenzpunkt P0 unterschieden werden.
Nun haben wir einige Sachverhalte bezüglich der Disparität analysiert. Bei der Analyse
sind wir stets davon ausgegangen, dass die x-Koordinate des Referenzpunktes P(x, y)
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gleich 0 ist. Diese Annahme haben wir dadurch begründet, dass der Graph der
Disparitätsabbildung für x = 0 ab einer bestimmten Entfernung fast identisch verläuft
wie weitere Graphen für andere feste x-Werte aus dem Definitionsbereich. Später
werden wir eine einfache Hilfsabbildung für die Disparitätsabbildung herleiten. Bei
der Analyse dieser Hilfsabbildung können dann auch x-Werte zugelassen werden,
die nicht notwendigerweise gleich 0 sind. Wir werden sehen, dass der x-Wert keine
Rolle spielt, sofern dieser im Vergleich zu y sehr klein ist. Lassen wir dagegen bei der
Analyse der Abbildungsvorschrift aus Gleichung (9.5) die Einschränkung x = 0 weg,
so reichen „einfache“ mathematische Werkzeuge für die Analyse nicht aus.
9.3.2 Diskussion der Netzhautabbildung
In diesem Abschnitt sollen einige Eigenschaften der Netzhautabbildung p aus Glei-
chung (9.4) diskutiert werden. Unter anderem werden wir explizit eine Abbildungs-
vorschrift herleiten, die nicht wie p einem Referenzpunkt die beiden Winkel ϕl und
ϕr zuordnet, sondern umgekehrt zwei gegebenen Winkeln den zugehörigen Referenz-
punkt zuordnet. Zuvor wollen wir uns mit der Größe der Winkel beschäftigen.
Mit Hilfe der Geonext-Applets haben wir in Abschnitt 7.2 festgestellt, dass die Winkel
ϕl und ϕr vom Betrag her gleich groß sind, wenn der Referenzpunkt mittig zwischen
den Augen liegt.12 Durch Einsetzen von x = 0 in die Abbildungsvorschrift p kann die
Gleichheit der Winkelbeträge leicht überprüft werden. Es gilt
p(0, y) =
(
arctan
a
2y
, arctan
(
− a
2y
))
=
(
arctan
a
2y
,− arctan a
2y
)
.
Weiterhin konnte anhand des Applets festgestellt werden, dass bei dem Modell des
beidäugigen Sehens mit Fixpunkt im Unendlichen der Winkel ϕl immer größer ist als
der Winkel ϕr. Anhand der Abbildungsvorschrift kann diese Beobachtung nun auch
mathematisch überprüft werden. Weil a > 0 ist, gilt auch x + a2 > x − a2 . Weiter ist
y > 0. Also gilt auch
x + a2
y
> x−
a
2
y
.
Aus der Monotonie des Arcustangens folgt
arctan
x + a2
y
> arctan x−
a
2
y
⇔ ϕl > ϕr.
Eine wichtige Erkenntnis, die wir in Abschnitt 7.2 herausgefunden haben, ist die
Tatsache, dass ein Referenzpunkt durch die beiden Bilder auf der Netzhaut eindeutig
12Vgl. Erkenntnisse aus Abschnitt 7.2.1.
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bestimmt ist und daher auch umgekehrt die Bilder auf der Netzhaut angeben werden
können und die Position des dazugehörigen Punktes daraus bestimmt werden kann.13
Nun soll eine Abbildungsvorschrift hergeleitet werden, die genau diese umgekehrte
Zuordnung definiert. Gelingt es, eine Umkehrabbildung explizit anzugeben, so folgt so-
fort, dass eine solche Umkehrabbildung existiert. Dazu wird die Abbildung p geeignet
umgeformt:
ϕl = arctan
(
x + a2
y
)
und ϕr = arctan
(
x− a2
y
)
⇔ tan ϕl =
x + a2
y
und tan ϕr =
x− a2
y
⇔ y = x +
a
2
tan ϕl
und y =
x− a2
tan ϕr
(9.15)
Die beiden Terme werden nun gleichgesetzt:
x + a2
tan ϕl
=
x− a2
tan ϕr
⇔ tan ϕl
tan ϕr
=
2x + a
2x− a
Zur Vereinfachung substituieren wir den Ausdruck tan ϕltan ϕr durch t und erhalten
t =
2x + a
2x− a
⇔ 2xt− at = 2x + a
⇔ x(2t− 2) = a + at
⇔ x = a + at
2t− 2
⇔ x = a (t + 1)
2 (t− 1) .
Durch Rücksubstitution von t ergibt sich
x =
a
(
tan ϕl
tan ϕr + 1
)
2
(
tan ϕl
tan ϕr − 1
)
⇔ x =
a
(
tan ϕl+tan ϕr
tan ϕr
)
2
(
tan ϕl−tan ϕr
tan ϕr
)
⇔ x = a (tan ϕl + tan ϕr)
2 (tan ϕl − tan ϕr) . (9.16)
13Vgl. Erkenntnisse aus Abschnitt 7.2.3.
175
9 Mathematische Beschreibung und Analyse des beidäugigen Sehens
Durch Einsetzen von x aus Gleichung (9.16) in die linke Gleichung von (9.15) erhalten
wir
y =
a(tan ϕl+tan ϕr)
2(tan ϕl−tan ϕr) +
a
2
tan ϕl
=
a
2 · tan ϕl+tan ϕr+tan ϕl−tan ϕrtan ϕl−tan ϕr
tan ϕl
=
a
tan ϕl − tan ϕr .
Insgesamt ergibt sich für die Umkehrfunktion:
q := p−1 : W → D
(ϕl, ϕr) 7→
 a (tan ϕl + tan ϕr)2 (tan ϕl − tan ϕr)︸ ︷︷ ︸
=x
,
a
tan ϕl − tan ϕr︸ ︷︷ ︸
=y
 , (9.17)
mit ϕl > ϕr.14 Die Umkehrabbildung benötigt man beispielsweise für die Generierung
scheinbarer Tiefenunterschiede. Das Gehirn erhält die Netzhautabbilder als Tiefeninfor-
mation von der Netzhaut und verarbeitet diese. Daraus kann berechnet werden, wo der
Referenzpunkt liegt. Das Gehirn kennt sozusagen die Umkehrabbildung q. Bezogen
auf scheinbare Tiefe mittels Random-Dot-Stereogrammen, wie sie im ersten Teil in
Abschnitt 1.3 beschrieben wurden, entspricht dies dem Vorgang aus der Verschiebung
zweier verschiedenfarbiger Punkte die Tiefe zu bestimmen.
Einige Eigenschaften, die wir bereits mit Hilfe der Netzhautabbildung p nachgewiesen
haben, können nun auch anhand von q gezeigt werden. Auf Seite 166 haben wir
mittels p hergeleitet, dass ein Referenzpunkt ungefähr 180 Zentimeter vom Betrachter
entfernt sein muss, damit er von beiden Augen scharf wahrgenommen wird. Dieser
Wert kann auch mit Hilfe der Umkehrabbildung mathematisch bestimmt werden. Laut
Abbildungsvorschrift aus Gleichung (9.17) ist y gegeben durch
y =
a
tan ϕl − tan ϕr .
Die Winkel ϕl und ϕr liegen im Intervall
[− pi180 , pi180]. Da der Tangens auf diesem
Intervall monoton steigend ist, gilt die Abschätzung
y > a
tan pi180 − tan
(− pi180) = atan pi180 + tan pi180 = a2 · tan pi180 .
Für einen Durchschnittsaugenabstand von a = 6, 3 Zentimeter ergibt sich ungefähr
y > 180, 5 Zentimeter.
14Die Bedingung, dass ϕl > ϕr gilt, ist für die Definition der Umkehrabbildung notwendig, da nur
Winkelpaare zulässig sind, deren Sehstrahlen sich vor dem Betrachter schneiden.
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Weiter haben wir mit Hilfe der Netzhautabbildung p nachgewiesen, dass für x = 0
die Winkel vom Betrag her gleich sind, indem wir für x den Wert 0 in p eingesetzt
haben. Genauer haben wir gezeigt, dass dann ϕl = −ϕr gilt. Analog können wir nun
nachweisen, dass die x-Komponente 0 wird, wenn wir voraussetzen, dass ϕl = −ϕr
gilt:
q(ϕl,−ϕl) =
(
a (tan ϕl + tan (−ϕl))
2 (tan ϕl − tan (−ϕl)) ,
a
tan ϕl − tan (−ϕl)
)
=
(
a (tan ϕl − tan ϕl)
2 (tan ϕl + tan ϕl)
,
a
tan ϕl + tan ϕl
)
=
(
0,
a
2 · tan ϕl
)
Zum Schluss sei noch erwähnt, dass der Nenner aus Gleichung (9.17) genau dann 0
wird, wenn ϕl = ϕr gilt. Die Sehstrahlen, die aus den beiden Winkeln hervorgehen,
verlaufen dann parallel und der Referenzpunkt liegt im Unendlichen.
§ 9.4
Approximation
Nachdem wir im vorangegangenen Abschnitt die Disparitätsabbildung µ und die Netz-
hautabbildung p untersucht und diskutiert haben, wollen wir in diesem Abschnitt zwei
einfache Ersatzabbildungen p˜ und µ˜ für p und µ herleiten. Diese sollen p und µ mög-
lichst gut annähern. Eine solche Annäherung wird in der Mathematik Approximation
genannt. Man sagt auch p bzw. µ wird durch p˜ bzw. µ˜ approximiert.
9.4.1 Lineare Approximation des Arcustangens
In diesem Abschnitt wollen wir uns näher mit dem Arcustangens beschäftigen, mit
dem Ziel, eben diesen aus den Abbildungen p und µ zu eliminieren.
Gesucht ist eine lineare Funktion t(z) = bz + c, die die Funktion f (z) = arctan z in
einer Umgebung um den Punkt (0, 0) möglichst gut approximiert. In Abbildung 9.8
ist der Graph des Arcustangens mit seiner Tangente im Punkt (0, 0) eingezeichnet.
Der Graphik kann man entnehmen, dass die Funktion und die lineare Approximation
durch die Tangente der Funktion in einer kleinen Umgebung um (0, 0) fast die gleichen
Werte annehmen. „Zoomt“ man die Umgebung um den Punkt (0, 0) näher heran,
erkennt man kaum noch einen Unterschied zwischen dem Funktionsgraph und der
zugehörigen Tangente.
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Abbildung 9.8: Funktionsgraph des Arcustangens mit seiner Tangente im Punkt (0, 0).
Daraus können wir schließen, dass der Graph des Arcustangens durch seine Tangente
für kleine z-Werte gut approximiert werden kann. Für die Tangentengleichung t einer
Funktion f im Punkt (z0, f (z0)) gilt
t(z) = f (z0) + f ′(z0) · z.
Mit f ′(z) = 11+z2 erhalten wir als Ergebnis für die Approximation durch Einsetzen von
z0 = 0
arctan z ≈ z (9.18)
für kleine z.
9.4.2 Approximation der Netzhautabbildung
Mit dem Wissen aus dem letzten Abschnitt, wollen wir für die Netzhautabbildung p
eine geeignete Approximation p˜ herleiten. Dazu betrachten wir zunächst den Ausdruck
x± a2
y . Wir wissen aufgrund der Beschränkung des Definitionsbereichs nach Ungleichung
(9.3) mit ψ = pi180 , dass die Werte für x beschränkt sind durch
−y tan pi
180
+
a
2
6 x 6 y tan pi
180
− a
2
.
Schauen wir uns zunächst mögliche Werte für x in Abhängigkeit von y an. Tabelle 9.2
listet einige Beispielwerte auf. In der linken Spalte stehen mögliche Werte für y. Die
rechte Spalte beinhaltet das Intervall, in dem der x-Wert für einen Augenabstand von
6, 3 Zentimeter liegt. Der Tabelle kann entnommen werden, dass x im Vergleich zu y
sehr klein ist:
x ¿ y
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y (in cm)
[
−y tan pi180 + 6,32 , y tan pi180 − 6,32
]
200 [−0, 34, 0, 34]
500 [−5, 58, 5, 58]
1000 [−14, 31, 14, 31]
5000 [−84, 13, 84, 13]
10000 [−171, 40, 171, 40]
Tabelle 9.2: Beispielwerte für x und y mit a = 6, 3 cm.
Addiert oder subtrahiert man zum x-Wert die Hälfte des Augenabstandes, ist das
Ergebnis immer noch sehr klein im Vergleich zum y-Wert. Also gilt
x± a
2
¿ y.
Das hat zur Folge, dass der Ausdruck x±
a
2
y nahe 0 liegt, wie Tabelle 9.3 für Beispielwerte
zeigt.
y (in cm) x (in cm) x−
6,3
2
y
x+ 6,32
y
200 −0, 34 −0, 01745 0, 01405
0, 34 −0, 01405 0, 01745
0 −0, 01575 0, 01575
1000 0 −0, 00315 0, 00315
5 0, 00815 0, 00185
14 0, 01715 0, 01085
Tabelle 9.3: Beispielwerte für x, y und x±
a
2
y mit a = 6, 3 cm.
Erinnern wir uns noch einmal an das Ergebnis aus dem vorangegangenen Abschnitt.
Dort haben wir bewiesen, dass
arctan z ≈ z
gilt, wenn z in einer Umgebung um (0, 0) liegt. Also gilt mit z = x±
a
2
y
arctan
x± a2
y
≈ x±
a
2
y
. (9.19)
Setzen wir diese Näherung in die Abbildungsvorschrift von p aus Formel (9.4) ein, so
erhalten wir die Approximation
p˜ : D˜ → W˜
(x, y) 7→
(
x + a2
y
,
x− a2
y
)
=: (ϕ˜l, ϕ˜r) . (9.20)
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9.4.3 Approximation der Disparitätsabbildung
Nun wollen wir für die Disparitätsabbildung µ ebenfalls eine Approximation µ˜ herlei-
ten. Diese geht direkt aus der bereits bekannten Approximation p˜ hervor. Es gilt
µ(x, y) = arctan
x− a2
y︸ ︷︷ ︸
≈ x−
a
2
y nach (9.19)
− arctan x +
a
2
y︸ ︷︷ ︸
≈ x+
a
2
y nach (9.19)
≈ x−
a
2
y
− x +
a
2
y
= − a
y
=: µ˜(x, y) (9.21)
In Abschnitt 9.3 haben wir die Disparitätsabbildung µ und die Netzhautabbildung
p analysiert und einige Aspekte diskutiert. Dieselben Untersuchungen können nun
auch mit den zugehörigen Approximationen µ˜ und p˜ durchgeführt werden. Natürlich
gelangt man zu den gleichen Ergebnissen. Entscheidender Vorteil der Approximationen
ist, dass die Analyse um einiges leichter wird. Zudem kann die Disparität nun auch
ohne die zusätzliche Einschränkung x = 0 analysiert werden, da durch die Differenz
ϕ˜r − ϕ˜l das x aus der approximierten Abbildungsvorschrift eliminiert wird. Auf eine
ausführliche Analyse von µ˜ und p˜ wird an dieser Stelle verzichtet.
9.4.4 Approximation mit Fehlerterm*
Bisher haben wir uns keine Gedanken über die Güte einer Approximation gemacht.
Abbildung 9.9 zeigt, dass die Tangente einer Funktion diese nicht immer „gleich
gut“ approximiert. In dem Koordinatensystem sind 3 Graphen und die gemeinsame
Tangente mit Gleichung t(x) = x eingezeichnet. Es ist ersichtlich, dass die Tangente
den Graphen der Funktion f2(x) = 2x2 + x in einer viel kleineren Umgebung um
(0, 0) gut annähert als den Graphen der Funktion f1(x) = arctan x und f3(x) =
1
2 x
2 + x. Beispielsweise ergibt sich bezüglich f1 für x = 12 ein absolute Fehler von
|x− arctan x| =
∣∣∣12 − arctan 12 ∣∣∣ ≈ 0, 0364. Dieser Wert ist wesentlich kleiner als der
absolute Fehler bezüglich f2, der sich zu
∣∣∣12 − 2 · 14 + 12 ∣∣∣ = 0, 5 ergibt.
Nun wollen wir eine weitere Möglichkeit betrachten, die Approximation des Arcustan-
gens herzuleiten, bei der wir zusätzlich Aussagen über die Güte der Approximation
treffen können. Dazu nehmen wir uns den Mittelwertsatz der Differentialrechnung zur
Hilfe. Dieser besagt folgendes:15
(9.4.1) Satz (Mittelwertsatz)
Ist eine Funktion f auf dem abgeschlossenen Intervall [u, v] stetig und auf dem offenen
Intervall (u, v) differenzierbar, dann gibt es (wenigstens) einen inneren Punkt ξ ∈ (u, v)
15Vgl. Meyberg und Vachenauer (1990) S. 123.
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Abbildung 9.9: Verschiedene Graphen mit ihrer Tangente im Punkt (0, 0).
mit
f ′(ξ) = f (v)− f (u)
v− u .
¦
Nun wenden wir den Mittelwertsatz auf den Arcustangens an: Es sei f (x) = arctan(x),
u := 0 und v := x mit x > 0. f ist auf ganz R stetig und differenzierbar, also auch im
Intervall [0, x]. Nach dem Mittelwertsatz gibt es ein ξ ∈ I = (0, x), sodass
arctan(x)− arctan(0)
x− 0 = f
′(ξ)
⇔ arctan x = x · f ′(ξ)
gilt. Zum gleichen Ergebnis gelangt man, wenn man u := −x und v := 0 setzt.
Insgesamt erhalten wir mit f ′(ξ) = 11+ξ2
arctan x = x · 1
1+ ξ2
mit ξ ∈ (−x, x) .
Diese Herleitung der Approximation für den Arcustangens liefert den Fehlerterm
e(ξ) =
1
1+ ξ2
mit ξ ∈ (−x, x) .
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Nun wollen wir die Güte der Approximation näher untersuchen. Eine Frage, die sich
hieraus ergibt, lautet, wie groß x gewählt werden kann, damit die Approximation
arctan x ≈ x, die wir in Abschnitt 9.4.1 hergeleitet haben, geeignet ist. Dies ist natürlich
genau dann der Fall, wenn e(ξ) ≈ 1 gilt. Um Aussagen über den Fehler, der bei der
Approximation entsteht, treffen zu können, diskutieren wir den Fehlerterm e(ξ). Für
die Ableitung gilt
e′(ξ) = − 2ξ
(1+ ξ2)2
{
< 0, für ξ > 0
> 0, für ξ < 0
.
Also ist e(ξ) streng monoton fallend für ξ > 0 und streng monoton steigend für ξ < 0.
Den Fall ξ = 0 brauchen wir nicht weiter betrachten, da dann e(ξ) = 1 gilt. Weiter ist e
symmetrisch, da e(ξ) = e(−ξ) gilt. Insgesamt gilt die Abschätzung
|e(ξ)| = 1
1+ ξ2
> 1
1+ ξ2max
. (9.22)
Dabei definiert ξmax den vom Betrag her größten Wert des Intervalls [−x, x]. Wählen
wir beispielsweise x = 0, 1, ergibt sich für den Fehlerterm e(ξ) > 11+0,12 = 0, 9901 ≈ 1.
Weiter berechnet sich der maximale Fehler, den wir bezüglich der Approximation
machen, durch den Betrag der Differenz der approximierten Funktion und der exakten
Funktion. Mit der Abschätzung aus Ungleichung (9.22) gilt
∆ f = |x− x · 1
1+ ξ2
| = x
(
1− 1
1+ ξ2
)
6 x
(
1− 1
1+ ξ2max
)
.
Für x = 0, 1 folgt für den absoluten Fehler ∆ f 6 0, 1 ·
(
1− 11+0,12
)
= 0, 000990 =
9, 90 · 10−4. Die Approximation unterscheidet sich für |x| 6 0, 1 erst in der vierten
Nachkommastelle von der exakten Funktion. Daraus können wir schließen, dass die
Approximation arctan(x) ≈ x für |x| 6 0, 1 geeignet ist.
Nun wollen wir die Approximationsgüte bezüglich der Disparitätsabbildung genauer
untersuchen. Durch Anwenden des Mittelwertsatzes (9.4.1) mit f (x) = arctan x und
den Grenzen u = x−
a
2
y und v =
x+ a2
y erhalten wir
arctan( x+
a
2
y )− arctan(
x− a2
y )
( x+
a
2
y −
x− a2
y )
=
1
1+ ξ2
⇔ arctan(x−
a
2
y
)− arctan(x +
a
2
y
)︸ ︷︷ ︸
=µ(x,y)
= (
x− a2
y
− x +
a
2
y
) · 1
1+ ξ2
⇔ µ(x, y) = − a
y
· 1
1+ ξ2
mit ξ ∈
(
x− a2
y
,
x + a2
y
)
.
Abbildung 9.10 zeigt einen Vergleich zwischen der exakten Disparitätsabbildung nach
Gleichung (9.5) und der approximierten Disparitätsabbildung nach Gleichung (9.21)
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für x = 0. Ein weiterer Graph visualisiert den absoluten Fehler, also den Betrag der
Differenz |µ(0, y)− µ˜(0, y)|.
Abbildung 9.10: Exakte Disparitätsabbildung vs. approximierte Disparitätsabbildung
für x = 0, a = 6, 3 cm mit absolutem Fehler.
Dem Diagramm kann entnommen werden, dass bereits ab einer kleinen Distanz eines
Punktes zum Betrachter die approximierte Disparitätsabbildung gute Werte liefert, da
der absolute Fehler bereits bei sehr kleinen Abstandswerten des Referenzpunktes zum
Betrachter ungefähr den Wert 0 annimmt.
Wie wir im vorangegangenen Abschnitt festgestellt haben, sind die Intervallgrenzen
x± a2
y sehr klein. Was dies für den Fehlerterm e und für den absoluten Fehler bedeutet,
wollen wir nun anhand konkreter Zahlenwerte untersuchen, bei denen wir auch x 6= 0
zulassen. Ein Referenzpunkt sei 10 Meter vom Betrachter mit einem Augenabstand
von a = 6, 3 Zentimeter entfernt. y ist also 1000 Zentimeter. Auf Seite 167 haben wir
gezeigt, dass x dann beschränkt ist durch ±14, 305 Zentimeter, sodass wir x = 15
Zentimeter setzen. Für diese Zahlenwerte liegt ξ im Intervall
(
15−3,15
1000 ,
15+3,15
1000
)
=
(0, 01185, 0, 01815).16 Es gilt die Abschätzung
|ξ| 6 0, 01815 6 0, 02 =: ξmax. (9.23)
Oben haben wir gezeigt, dass die Approximation des Arcustangens durch die zugehöri-
ge Tangente im Punkt (0, 0) in einer Umgebung von (−0, 1, 0, 1) gut ist. Da 0, 02 < 0, 1
gilt, können wir dieses Ergebnis auf die Disparitätsabbildung übertragen.
Für genauere Angaben über die Nachkommastelle, an der sich µ und µ˜ unterscheiden
16Für x = −15 Zentimeter erhält man das Intervall (−0, 01815, −0, 01185), sodass die nachfolgende
Abschätzung von |ξ| zum gleichen Ergebnis führt.
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betrachten wir den absoluten Fehler. Dieser berechnet sich zu
∆µ := |µ(x, y)− µ˜(x, y)|
=
∣∣∣∣ ay · 11+ ξ2 − ay
∣∣∣∣
=
a
y
·
∣∣∣∣ 11+ ξ2 − 1
∣∣∣∣
6 a
y
·
∣∣∣∣ 11+ ξ2max − 1
∣∣∣∣
= 0, 00000252 = 2, 52 · 10−6. (9.24)
Die Approximation unterscheidet sich für diese Beispielwerte in der sechsten Nachkom-
mastelle von der exakten Disparitätsabbildung. Als Vergleich betrachten wir typische
Werte für die Disparität. Die kleinstmöglische Disparität, die zu einer Tiefenwahr-
nehmung führt, liegt im Durchschnitt bei etwa 10 bis 30 Winkelsekunden.17 Nach
Umrechnungstabelle 6.1 entspricht dies im Bogenmaß 4, 778 · 10−5 bis 1, 466 · 10−4.
Somit liegt der relative Fehler ∆µµ im Bereich 0, 017 bis 0, 053.
Tabelle 9.4 listet weitere Beispielwerte für x und y auf. Der Wert für x ergibt sich jeweils
durch die Beschränkung des Definitionsbereichs aus Ungleichung (9.3) für ψ = pi180
und einer entsprechenden Aufrundung. Die Berechnung für ξmax und ∆µ erfolgen
analog zu den in Gleichung (9.23) und (9.24) berechneten Werten. Der Tabelle kann
man entnehmen, dass sich die Approximation µ˜(x, y) und die exakte Abbildung µ(x, y)
auch für andere Beispielwerte kaum unterscheiden. Da ∆µ mit wachsendem y-Wert
immer kleiner wird, können wir zusätzlich festhalten, dass die Approximation umso
besser ist, je weiter der Referenzpunkt entfernt ist.
x y ξmax ∆µ
0, 35 200 (0, 0175 6) 0, 02 1, 26 · 10−5
5, 60 500 (0, 0175 6) 0, 02 5, 04 · 10−6
85 5000 (0, 01763 6) 0, 02 5, 04 · 10−7
172 10000 (0, 017515 6) 0, 02 2, 52 · 10−7
Tabelle 9.4: Absoluter Fehler in Abhängigkeit von x und y für a = 6, 3 cm.
Ähnliche Untersuchungen können wir auch mit der Netzhautabbildung p durchführen.
Mit dem Mittelwertsatz (9.4.1) gilt
p(x, y) =
(
x + a2
y
· 1
1+ ξ21
,
x− a2
y
· 1
1+ ξ22
)
=: (p1(x, y), p2(x, y))
mit ξ1 ∈
(
− x+ a2y ,
x+ a2
y
)
und ξ2 ∈
(
− x− a2y ,
x− a2
y
)
. Für die Beispielwerte von oben (y =
1000 Zentimeter, x = 15 Zentimeter und a = 6, 3 Zentimeter) gilt bezüglich der
17Vgl. Diepes (1979) S. 10.
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Abbildungskomponente p1: ξ1 ∈
(
−15+3,151000 , 15+3,151000
)
= (−0, 01815, 0, 01815). Es gilt
die Abschätzung
|ξ1| 6 0, 01815 6 0, 02 =: ξ1max .
Da wie oben 0, 02 < 0, 1 gilt, können wir das Ergebnis, dass der Arcustangens durch
seine Tangente im Punkt (0, 0) gut approximiert wird auch auf p1 übertragen.
Genauer ergibt sich für den absoluten Fehler bezüglich p1
∆p1 := |p1(x, y)− p˜1(x, y)|
=
∣∣∣∣∣x + a2y · 11+ ξ21 − x +
a
2
y
∣∣∣∣∣
=
x + a2
y
·
∣∣∣∣ 11+ ξ2 − 1
∣∣∣∣
6 x +
a
2
y
·
∣∣∣∣∣ 11+ ξ21max − 1
∣∣∣∣∣
= 7, 26 · 10−6. (9.25)
Durch analoge Rechnungen erhalten wir bezüglich der Komponente p2 den absoluten
Fehler
∆p2 = 4, 74 · 10−6.
Also unterscheidet sich p˜ für diese Beispielwerte bezüglich beider Komponenten erst
in der sechsten Nachkommastelle von p. Typische Werte für pi liegen in etwa bei
9, 77 · 10−5. Der relative Fehler für p1 beträgt dann ∆p1p1 = 0, 074 und für p2 beträgt der
relative Fehler ∆p2p2 = 0, 049.
9.4.5 Approximation der Disparität für endliche Fixpunkte
In diesem Abschnitt wollen wir die Formel aus Gleichung (8.3) herleiten, die wir
in Abschnitt 8.3 für die Bestimmung der Disparität vorgegeben haben. Der endliche
Fixpunkt sollte mindestens 1 Meter vom Betrachter entfernt sein. Wir beschränken uns
dabei auf den Fall, dass der Referenzpunkt P hinter dem Fixpunkt F liegt. In diesem
Fall kann die Disparität berechnet werden durch
µ =
at
d2
(9.26)
wobei a der Augenabstand, d der Abstand des Fixpunktes zum Betrachter und t der
Abstand des Referenzpunktes zum Fixpunkt angibt, wie Abbildung 9.11 entnommen
werden kann.
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Abbildung 9.11: Strahlenverlauf beim Sehvorgang mit endlichem Fixpunkt.
Wie bereits erwähnt, liegt der Fixpunkt nicht im Unendlichen. Für die Bestimmung der
Winkel ϕl und ϕr nehmen wir uns jedoch das Modell mit Fixpunkt im Unendlichen
zur Hilfe und berechnen zunächst die Hilfswinkel ϕlF , ϕrF , ϕlP und ϕrP , die dann für
F und P im linken und rechten Auge entstehen. Abbildung 9.12 veranschaulicht die
Entstehung der Hilfswinkel. Die Winkel entstehen durch die Sehstrahlen des jeweiligen
Punktes und dem Sehstrahl eines unendlich entfernten Punktes.
Es gilt
tan ϕlF =
a
2
· 1
d
,
tan ϕrF = −
a
2
· 1
d
,
tan ϕlP =
a
2
· 1
d + t
und
tan ϕrP = −
a
2
· 1
d + t
.
Durch Anwendung des Arcustangens folgt
ϕlF = arctan
a
2d
,
ϕrF = arctan
(
− a
2d
)
,
ϕlP = arctan
a
2(d + t)
und
ϕrP = arctan
(
− a
2(d + t)
)
. (9.27)
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Abbildung 9.12: Visualisierung der Hilfswinkel.
Aufgrund der Beziehung ϕr = ϕrP − ϕrF und ϕl = ϕlP − ϕlF ,18 können wir nun die
Disparität des Punktes P berechnen. Per Definition der Disparität gilt
µ = ϕr − ϕl
= (ϕrP − ϕrF)− (ϕlP − ϕlF)
= ϕrP − ϕrF − ϕlP + ϕlF .
Nun setzen wir die Hilfswinkel aus (9.27) ein und erhalten
µ = arctan
(
− a
2(d + t)
)
− arctan
(
− a
2d
)
− arctan a
2(d + t)
+ arctan
a
2d
.
Da der Arcustangens punktsymmetrisch zum Ursprung ist, gilt
arctan
(
− a
2(d + t)
)
= − arctan a
2(d + t)
und
arctan
(
− a
2d
)
= − arctan a
2d
.
18Begründung: ϕrP,F < 0 mit ϕrP > ϕrF . Da P auf der Netzhaut des rechten Auges links von F abgebildet
wird, ist nach Definition (6.7.1) ϕr > 0. Daher ziehen wir den kleineren Winkel von dem größeren
(aber negativen) Winkel ab. Das Ergebnis ist dann positiv.
Für ϕl gilt genau der umgekehrte Fall: ϕlP,F > 0 mit ϕlP < ϕlF . Da P auf der Netzhaut des linken
Auges rechts von F abgebildet wird, gilt nach Definition (6.7.1) ϕl < 0. Also ziehen wir den größeren
Winkel von dem Kleineren ab.
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Für die Disparität folgt
µ = − arctan a
2(d + t)
+ arctan
a
2d
− arctan a
2(d + t)
+ arctan
a
2d
= 2 arctan
a
2d
− 2 arctan a
2(d + t)
.
Wir wissen bereits, dass arctan x ≈ x für ein hinreichend kleines x gilt.19 Der Augen-
abstand a ist wesentlich kleiner als die Entfernung d bzw. d + t und somit sind die
Argumente a2d und
a
2(d+t) sehr klein. Beim Versuch zum Stereosehen aus Teil I beträgt
der Abstand d des Probanden zum Monitor ca. 200 Zentimeter. Geht man von einem
Augenabstand von a = 6, 3 Zentimeter aus, ergibt sich a2d =
6,3 cm
2·200 cm = 0, 01575 und
arctan 0, 01575 = 0, 01574869 · · · ≈ 0, 01575. Das Argument a2(d+t) wird durch die Ad-
dition von t im Nenner noch kleiner, sodass die Werte beider Argumente klein genug
sind, um die Approximation arctan x ≈ x anzuwenden. Für die Disparität folgt
µ = 2 arctan
a
2d
− 2 arctan a
2(d + t)
≈ 2 · a
2d
− 2 · a
2(d + t)
=
a
d
− a
d + t
= a · d + t− d
d(d + t)
=
at
d(d + t)
. (9.28)
Ist |t| im Vergleich zu |d| klein, so gilt die Disparitätsberechnung aus Gleichung (9.26),
da dann
t
d(d + t)
=
t
d
· 1
d + t
=
t
d
· 1
d
(
1
1+ td
)
≈ t
d2
gilt.
Also gilt auch
at
d(d + t)
≈ at
d2
.
Nun wollen wir den Fehler, der bei dieser Abschätzung entsteht, betrachten. Da die
Disparität sehr kleine Werte annimmt, betrachten wir den relativen Fehler bezogen auf
die approximierte Größe. Genauer betrachten wir das Verhältnis des absoluten Fehlers
zum approximierten Wert. Dazu benötigen wir folgende Abschätzung:
1
d2
− 1
d(d + t)
=
1
d
(
1
d
− 1
d + t
)
=
1
d
· t
d(d + t)
6 1
d2
· t
d
(9.29)
19Vgl. Abschnitt 9.4.1.
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Für den relativen Fehler ergibt sich∣∣∣∣∣
at
d2 − atd(d+t)
at
d2
∣∣∣∣∣ =
1
d2 − 1d(d+t)
1
d2
6︸︷︷︸
mit (9.29)
1
d2 · td
1
d2
=
t
d
.
Ist nun td sehr klein, ist auch der relative Fehler sehr klein. Bei der Darbietung schein-
barer Tiefe am Bildschirm ist Bedingung t ¿ d im Allgemeinen erfüllt. Beim Stereover-
such aus Teil I beispielsweise ist der scheinbarer Tiefenunterschied t im Zentimeterbe-
reich und der Abstand des Monitors zum Betrachter im Meterbereich.
Insgesamt folgt
µ = ϕr − ϕl ≈ atd2 für t ¿ d.
Somit haben wir für das Modell mit einem endlich entfernten Fixpunkt gezeigt, dass
die Disparität durch die in Gleichung (8.3) vorgegebene Formel, annähernd berechnet
werden kann.
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Teil III
Material für Schüler
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Kapitel Zehn
Leitprogramm
Der dritte Teil dieser Arbeit stellt ein konkretes Unterrichtsmaterial in Form eines
Leitprogramms dar, welches ohne weitere Vorbereitungen unmittelbar im Unterricht
oder in Workshops eingesetzt werden kann. Es beinhaltet ausgewählte Inhalte aus Teil
I und II dieser Arbeit und richtet sich in erster Linie an mathematisch interessierte
Schüler der Sekundarstufe II, die über eine mathematische Bildung im Rahmen der
gymnasialen Oberstufe verfügen. Themen, die darüber hinaus gehen, werden an
entsprechender Stelle in einem für Schüler angemessenen Umfang eingeführt.
Das Leitprogramm enthält neben Theorie-, Beispiel- und Aufgabenblöcken auch zahl-
reiche Geonext- und Java-Applets, die ein interaktives Arbeiten ermöglichen. Zur
Auflockerung beinhaltet das Leitprogramm weitere Experimente, mit denen Schüler
erfahren können, wieso Tiefe wahrgenommen wird. Der Schwierigkeitsgrad nimmt
im Laufe des Leitprogramms zu. Besonders die ersten Kapitel sind einfach und kurz
gefasst, um einen motivierenden Einstieg in das Thema zu ermöglichen. Bei den
schwierigeren Inhalten sind einfache Zwischenaufgaben eingebaut, um die Motivation
aufrecht zu erhalten. Für die Bearbeitung der Aufgaben befindet sich im Anhang A.5
ein vorgefertigtes Lösungsheft, in dem alle Lösungen notiert werden können.
Das Leitprogramm umfasste drei Teile mit insgesamt acht Kapiteln. Jedes Kapitel
beginnt mit einer kurzen Kapitelübersicht und den Lernzielen, die mit dem jewei-
ligen Kapitel erreicht werden sollten, sodass der Leser im Vorfeld weiß, was ihn in
dem jeweiligen Kapitel erwartet. Für den ersten Teil des Leitprogramms wird ein
Versuchsdatensatz benötigt, der anhand des Stereoversuchs vor der Bearbeitung des
Leitprogramms erhoben werden sollte.1 Der zweite und dritte Teil können auch un-
abhängig vom ersten Teil bearbeitet werden, sofern die Aufgaben, die sich auf die
eigenen erhobenen Versuchsdaten beziehen, weggelassen werden.
Der erste Teil, bestehend aus zwei Kapiteln, beschäftigt sich mit der visuellen und
mathematischen Anpassung einer logistischen Funktion an gegebene Daten. Im ersten
Kapitel wird zunächst die für den späteren Datenfit geeignete logistische Funktion ein-
geführt. Spielerisch mit Hilfe von Geonext-Applets wird erarbeitet, welche Auswirkung
1Es wird nur der reine Datensatz benötigt, eine Auswertung der Daten erfolgt schrittweise im ersten
Teil des Leitprogramms.
193
10 Leitprogramm
die Variation der Parameter a und b auf den Funktionsgraphen hat. Anschließend wird
die Fehlerquadratsumme eingeführt und ebenfalls mit Geonext-Applets veranschau-
licht. Da aus der Schule die Minimierung einer Funktion mit nur einer Veränderlichen
bekannt ist, wird b nun festgesetzt und die Fehlerquadratsumme nur in Abhängigkeit
von a minimiert, zunächst erneut mit einem Geonext-Applet und anschließend mit
Hilfe eines Maple-Worksheets. b wird bei der Minimierung aus den Geonext-Applets
abgelesen und im Worksheet eingesetzt. Anschließend folgt eine Minimierung nach
beiden Variablen anhand eines Worksheets. Im zweiten Kapitel sollen eigene Daten-
sätze, die mit dem Stereoversuch aus Kapitel 3 erhoben wurden, zunächst visuell mit
Geonext-Applets, dann numerisch mit einem Maple-Work-sheet gefittet werden. Im
Anschluss daran werden notwendige Eigenschaften der Fit-Funktion diskutiert und
der Bezug zum Stereoversuch dargestellt.
Der aus drei Kapiteln bestehende zweite Teil des Leitprogramms beschäftigt sich zum
einen mit der Modellierung des Sehens und den damit einhergehenden geometrischen
Aspekten zum Tiefensehen und zum anderen mit der Entstehung scheinbarer Tiefenun-
terschiede. Im dritten Kapitel wird zunächst das nötige Basiswissen zum Auge erklärt
und das Sehen geeignet modelliert. Der Verlauf eines Lichtstrahls, der von einem
Punkt ausgeht und auf die Netzhaut des Auges trifft, wird mittels animierter Geonext-
Applets verdeutlicht. Im vierten Kapitel wird anfangs das Sehen mit zwei Augen
anhand einiger Experimente erkundet, wie beispielsweise das Experiment „Loch in
der Hand“,2 das verdeutlicht, dass das linke und rechte Auge unterschiedliche Bilder
wahrnehmen. Anschließend wird das beidäugige Sehen mit einem unendlich fernen
Fixpunkt modelliert, die Disparität eingeführt und deren Bedeutung für die Tiefen-
wahrnehmung erläutert. Für die Veranschaulichung stehen einige Geonext-Applets
zur Verfügung. Mit diesen können erste Zusammenhänge spielerisch festgehalten
werden, wie beispielsweise, dass die Disparität betraglich kleiner wird, je weiter der
Referenzpunkt vom Betrachter entfernt ist, dass jeder Punkt eindeutig durch die An-
gabe des Winkelpaares (ϕl, ϕr) bestimmt ist und dass Menschen mit einem größeren
Augenabstand bessere Voraussetzungen für die Tiefenwahrnehmung haben. Das fünfte
Kapitel beschäftigt sich mit künstlich erzeugter Tiefe. Die Entstehung scheinbarer Tiefe
wird zunächst allgemein und anschließend speziell mit Random-Dot-Stereogrammen
erläutert. Auch hier werden theoretische Erklärungen mit Hilfe von Geonext-Applets
veranschaulicht. Weiterhin werden zur Auflockerung einige 3D-Bilder gezeigt, die mit
einer Stereobrille betrachten werden können. Am Ende des Kapitels wird der Bezug
zum Stereoversuch hergestellt. Der Leser ist nun in der Lage, aus dem Parameter b, den
er im ersten Teil durch den Datenfit erhalten hat, seine individuelle Disparitätsschwelle
µ0 zu berechnen.
Der dritte Teil des Leitprogramms umfasst drei Kapitel. Im sechsten Kapitel wird
die Netzhautabbildung p und die Disparitätsabbildung µ mathematisch bestimmt.
Die Bestimmung beider Abbildungen wird schrittweise mit geeigneten Aufgaben er-
arbeitet. Da die mathematischen Vorkenntnisse der Leser, beispielsweise aufgrund
2Vgl. Experiment 4.3 im Leitprogramm.
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unterschiedlicher Jahrgangsstufen oder Bundesländer sehr verschieden sind, werden
im Leitprogramm einige Zusatzinformationen eingebaut, die je nach Wissensstand
genutzt werden können. Im siebten Kapitel steigt der Schwierigkeitsgrad um einiges
an. Verschiedene Aspekte, die bereits im zweiten Teil des Leitprogramms anhand der
Geonext-Applets herausgefunden wurden, sollen nun mit Hilfe der beiden Abbildungs-
vorschriften analysiert werden. Die meisten Beweise und Rechenschritte, die hierzu
erforderlich sind, erfolgen unter geeigneter Anleitung und Hilfestellung in Form von
Aufgaben. Im achten Kapitel werden die beiden Abbildungsvorschriften approximiert,
sodass man als Ergebnis zwei „einfache“ Abbildungen erhält. Die im siebten Kapitel
bewiesenen Eigenschaften sollen nun auch mit den approximierten Abbildungen nach-
gewiesen werden. Für besonders schnelle Leser ist das achte Kapitel noch um zwei
Zusätze erweitert: Bei dem ersten Zusatz soll der Leser die Disparitätsabbildung durch
Anwenden des Mittelwertsatzes approximieren. Der zweite Zusatz beschäftigte sich
mit der Herleitung einer Formel zur Bestimmung der Disparität, die im fünften Kapitel
vorgegeben wurde.
Alle interaktiven Aufgaben liegen auf der beigefügten CD im Ordner „Schuelerwork-
shop/Leitprogramm_Text_Version/Computeraufgaben“. Neben der nachfolgenden
Text-Version ist das Leitprogramm auch als HTML-Version verfügbar. Bei der HTML-
Version wird das gesamte Leitprogramm am Rechner bearbeitet, ausgenommen der
Aufgaben, die schriftlich bearbeitet werden sollen. Alle interaktiven Aufgaben sind an
passender Stelle eingebunden (Siehe Anhang A.4).
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Einleitung
U¨bersicht
Dieses Leitprogramm bescha¨ftigt sich mit dem Thema Visuelle Wahrnehmung. Wir wollen
speziell die Tiefenwahrnehmung etwas genauer untersuchen.
Sie haben bestimmt schon einmal einen 3D-Film im Kino gesehen. Wie genau kommt
dieses dreidimensionale Bild zustande? Kann jeder Mensch gleich gut die Tiefenunterschiede
wahrnehmen? Spielt es eine Rolle, wie weit ich von der Kinoleinwand wegsitze? Und wie kann
die Tiefenwahrnehmung u¨berhaupt gemessen werden?
Diese Fragen wollen wir heute kla¨ren. Dazu beno¨tigen wir etwas Mathematik!
Lernziele
Sie haben bereits eine Versuchsreihe zum Tiefensehen durchgefu¨hrt. Mit den anhand des
Versuchs erhobenen Daten kann Ihre individuelle Tiefenwahrnehmungsfa¨higkeit berechnet
werden. Dafu¨r beno¨tigen Sie einige Hintergrundinformationen.
Das Leitprogramm ist in zwei Teile unterteilt. Im ersten Teil sollen Sie Ihre erhobenen
Daten auswerten, indem Sie Meßwerte durch eine Funktion anna¨hern. Als Ergebnis erhalten
Sie einen Wert, der fu¨r die spa¨tere Berechnung notwendig ist.
Im zweiten Teil des Leitprogramms erfahren Sie wichtige geometrische Aspekte zum drei-
dimensionalen Sehen. Sie ko¨nnen nun selbst ermitteln, wie gut Sie im Tiefensehen sind.
Weiterhin ko¨nnen Sie mit Hilfe der Geometrie das Tiefensehen genauer analysieren, sodass
Sie auf die oben angefu¨hrten Fragen eine Antwort finden.
Arbeitsanleitung
In diesem Leitprogramm werden Sie in die Welt des dreidimensionalen Sehens eingefu¨hrt.
Sie bearbeiten im Folgenden die Kapitel eigensta¨ndig und in Ihrem eigenen Lerntempo. Jedes
Kapitel besteht aus mehreren Bausteinen, die Ihnen jetzt vorgestellt werden.
U¨bersicht
Die U¨bersicht vor jedem Kapitel verschafft Ihnen einen Eindruck davon, was in diesem Kapitel
auf Sie zu kommt.
Lernziele
In diesem Block erfahren Sie, was Sie am Ende des entsprechenden Kapitels ko¨nnen.
Im Fließtext sind Definitionen und wichtige Zusammenfassungen folgendermaßen gekennzeich-
net:
Definition
Ich bin eine Definition!
Aufgabe
Die Theorieeinheiten sind durch Aufgabenblo¨cke unterbrochen.
In den Aufgaben ko¨nnen Sie das Gelesene u¨ben und vertiefen.
Die Aufgaben ko¨nnen Sie selber kontrollieren, die Lo¨sungen dazu finden Sie in An-
hang A.
Notieren Sie bitte alle Lo¨sungen in Ihrem Lo¨sungsheft!
Aufgabe
Fu¨r Aufgaben, die mit einem solchen Symbol gekennzeichnet sind, beno¨tigen Sie einen
Computer.
Natu¨rlich finden Sie auch fu¨r diese Aufgaben die Lo¨sungen im Anhang!
Experiment
Manche Zusammenha¨nge werden mit Hilfe von Experimenten begreiflicher gemacht.
Die Beobachtungen und Erkla¨rungen zu den Experimenten finden Sie im Anhang!
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Zusatz
Manche Kapitel haben einen Zusatz. Wenn Sie die Inhalte schneller bearbeitet haben als
geplant, finden Sie hier zusa¨tzliche Informationen und Aufgaben. Fragen Sie Ihren Experten,
ob Sie den Zusatz bearbeiten sollen.
Viel Spaß bei der Bearbeitung!
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Teil I
Datenanpassung
1 Eine Funktion an einen gegebenen Datensatz anpassen
U¨bersicht
In diesem Kapitel lernen Sie, wie eine spezielle Funktion an gegebene Datenpunkte angepasst
wird.
Lernziele
Nach dem Bearbeiten dieses Kapitels ko¨nnen Sie
• Den Verlauf von logistischen Funktionen beschreiben.
• Ein mathematisches Kriterium fu¨r eine gute Anpassung erkla¨ren.
• Eine logistische Funktion an gegebene Datenpunkte visuell anpassen.
• Eine logistische Funktion mit Hilfe eines Rechenprogramms an Daten anpassen.
1.1 Visuelle Datenanpassung
Sie haben bereits den Versuch zum Tiefensehen durchgefu¨hrt und haben 5 Messdaten erhalten.
Was diese Daten u¨ber Ihre Tiefenwahnehmungsfa¨higkeit aussagen, wollen wir spa¨ter kla¨ren. Vor-
erst schauen wir uns den Verlauf der Datenpunkte an, wenn man diese in ein Koordinatensystem
einzeichnet. Vielleicht haben Sie schon anhand des Koordinatensystems aus dem Versuchsap-
plet festgestellt, dass Ihre Daten einen “s-fo¨rmigen” Verlauf aufweisen.
Bevor wir diese genauer untersuchen, betrachten wir zuna¨chst einen vorgegebenen Datensatz,
der einen s-fo¨rmigen Verlauf annimmt:
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Nun wollen wir versuchen, diese Daten durch einen Funktionsgraphen, der ebenfalls s-fo¨rmig
verla¨uft, anzuna¨hern. Die Funktionsvorschrift des Graphen, den wir dazu verwenden, lautet:
f (x) =
1
2
+
1
2
· 1
1+ e−a·(x−b)
mit a > 0
Funktionen dieser Art nennen wir auch logistische Funktionen. Wie Sie sehen, hat die Funktion
zwei Parameter a und b. Diese sind beliebig, aber fest. Das bedeutet, dass die Werte fu¨r a und b
fu¨r einen aktuell betrachteten Fall fest definiert sind, im na¨chsten Fall aber wieder andere Werte
annehmen ko¨nnen.
Im Folgenden wollen wir herausfinden, welche Werte die Parameter bei unseren vorgegebenen
Daten annehmen. Dabei sind Sie gefragt!
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Aufgabe
1.1
Starten Sie das Programm Geonext und o¨ffnen Sie die Datei ”Aufgabe1.gxt“ im Ordner
”Aufgaben/Kapitel1“.Sie sehen den Datensatz von oben. Zusa¨tzlich ist die s-fo¨rmige Funktion von oben mit in
das Koordinatensystem eingezeichnet. Der Parameter a hat den Wert 3, 2. Der Parameter
b muss noch richtig eingestellt werden. Klicken Sie mit der linken Maustaste auf den roten
Schieberegler fu¨r b, um den Wert zu a¨ndern.
Diskutieren Sie mit ihrem Partner:
• Was passiert, wenn Sie den Wert fu¨r b verkleinern bzw. vergro¨ßern?
• Was passiert mit dem Graphen an der Stelle x = b?
• Wie muss b eingestellt sein, damit der Funktionsgraph die Daten visuell mo¨glichst gut
anna¨hert?
Aufgabe
1.2
Starten Sie das Programm Geonext (sofern es noch nicht gestartet ist) und o¨ffnen Sie die
Datei ”Aufgabe2.gxt“ im Ordner ”Aufgaben/Kapitel1“.Bei diesem Applet ist der Parameter b bereits richtig eingestellt. Er hat den Wert 3, 4. Der
Parameter a muss noch richtig eingestellt werden.
Diskutieren Sie mit ihrem Partner:
• Was passiert, wenn Sie den Wert fu¨r a verkleinern bzw. vergro¨ßern?
• Wie muss a eingestellt sein, damit der Funktionsgraph die Daten visuell mo¨glichst gut
anna¨hert?
1.2 Kleinste Fehlerquadrate
In Aufgabe 1 und 2 haben Sie nach Augenmaß geschaut, welche Werte die Parameter a und b
in etwa annehmen mu¨ssen, damit die Anna¨herung des Graphen an die Daten gut ist. Nun wollen
wir auch ein mathematisches Kriterium fu¨r eine gute Anna¨herung finden.
Als Maß d fu¨r eine gute Anna¨herung nehmen wir die Summe der Fehlerquadrate, die sich aus
den horizontalen Absta¨nden der Datenpunkte zum Funktionsgraphen ergeben:
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Aufgabe
1.3
O¨ffnen Sie die Datei ”Aufgabe3.html“ im Ordner ”Aufgaben/Kapitel1“.Das Applet zeigt die 5 Datenpunkte aus Aufgabe 1 mit der s-fo¨rmigen Funktion, die den
Daten angepasst werden soll. Mit den roten Schiebereglern unterhalb der x-Achse ko¨nnen
Sie die Parameter a und b der Funktion vera¨ndern. Unterhalb der Schieberegler sehen Sie
eine Tabelle. Dieser ko¨nnen Sie entnehmen, wie groß die einzelnen Fehler und Fehler-
quadrate sind. Weiterhin ko¨nnen Sie die Summe aller Fehlerquadrate und das Ziel fu¨r die
Fehlerquadratsumme ablesen.
Versuchen Sie die Parameter a und b so zu verschieben, dass die Fehlerquadratsumme
kleiner ist als das vorgegebene Ziel.
Starten Sie mit dem Ziel 0.1. Verkleinern Sie das Ziel um eine Stufe, sobald Sie das Spiel
gewonnen haben und das vorgegebene Ziel erreicht haben.
Notieren Sie die entsprechenden Werte fu¨r a und b zu dem jeweiligen Zielwert schriftlich.
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Bescha¨ftigen wir uns etwas genauer mit der Fehlerqua-
dratsumme:
Im folgenden bezeichne (xi, pi) den Datenpunkt i.
Der Fehler wird berechnet durch:
ei = | f (xi)− pi|
Summiert man die Quadrate der Fehler auf, ergibt sich fu¨r
die Fehlerquadratsumme von n Datenpunkten:
d = ( f (x1)− p1)2 + ( f (x2)− p2)2 + · · ·+ ( f (xn)− pn)2
Anhand von Aufgabe 1.3 haben wir gesehen, dass die Fehlerquadratsumme sich a¨ndert, wenn die
Parameter a und b gea¨ndert werden. Das bedeutet, dass d von den Parametern a und b abha¨ngt.
Somit ko¨nnen wir d als Funktion von zwei Variablen a und b auffassen. Wir schreiben:
d(a, b) = ( f (x1)− p1)2 + · · ·+ ( f (xn)− pn)2
Durch Einsetzen der Funktionsvorschrift f (x) = 12 +
1
2 · 11+e−a·(x−b) in die Fehlerquadratsumme d
erhalten wir:
d(a, b) := ( f (x1)− p1)2 + · · · + ( f (xn)− pn)2
=
(
1
2
+
1
2
· 1
1+ e−a·(x1−b)
− p1
)2
+ · · ·+
(
1
2
+
1
2
· 1
1+ e−a·(xn−b)
− pn
)2
Das Spiel aus Aufgabe 1.3 hat uns gezeigt, dass die Anna¨herung der Funktion f an die Daten-
punkte umso besser ist, je kleiner die Summe der Fehlerquadrate ist.
Die beste Anna¨herung erzielt man, wenn d(a, b) minimal ist.
(Hinweis: Vielleicht haben Sie die kleinsten Fehlerquadrate bereits im Zusammenhang mit linea-
ren Ausgleichsgeraden bzw. linearer Regression kennengelernt, wobei eine Gerade f (x) = ax+ b
an gegebene Daten angepasst wird. Die Grundidee hier ist dieselbe. Allerdings wird keine Gera-
de an die Daten angepasst, sondern eine s-fo¨rmige Kurve.)
Die Fehlerquadratsumme d(a, b) hat zwei Vera¨nderliche: a und b. Eine Funktion von zwei Ver-
a¨nderlichen zu minimieren ist aufwendiger und schwieriger als die Minimierung einer Funktion
mit nur einer Vera¨nderlichen.
In der Schule haben Sie bereits die Minimierung einer Funktion mit nur einer Vera¨nderlichen ken-
nengelernt, wohingegen die Minimierung einer Funktion mit zwei Vera¨nderlichen den meisten von
Ihnen unbekannt sein du¨rfte.
Daher gehen wir zuna¨chst davon aus, dass der Parameter b bereits richtig eingestellt ist. Wir su-
chen demnach nur noch den Wert fu¨r a, sodass d minimal wird. Wir schreiben in diesem Fall statt
d(a, b) nur noch d∗(a), um auszudru¨cken, dass d nur von a abha¨ngt.
Betrachten wir die Funktion d∗(a) bezu¨glich 5 gegebener Datenpunkte:
Gegeben sind die Datenpunkte: (1, 0, 5); (2, 0, 62); (3, 0, 75); (4, 0, 84); (5, 0, 99) und b = 3, 1.
Gesucht ist a, sodass d∗(a) minimal wird.
Schauen wir uns die Situation in einem Applet an.
Starten Sie das Programm Geonext (sofern es noch nicht gestartet ist) und o¨ffnen Sie die Datei
”Beispiel1.gxt“ im Ordner ”Aufgaben/Kapitel1“.Neben den Datenpunkten und der s-fo¨rmigen Funktion, ist nun auch die Fehlerquadratsumme
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d∗(a) mit eingezeichnet. Wir sehen, dass d∗(a) bei etwa 1, 3 ein Minimum annimmt.
Stellen Sie den Parameter a entsprechend dem Minimum ein. Sie werden sehen, dass mit dieser
Einstellung die Anpassung der Funktion an die Datenpunkte sehr gut ist.
1.3 Datenanpassung mit dem Rechenprogramm Maple
Ihnen ist vielleicht aufgefallen, dass in dem Beispiel die Zielvorgabe 0, 0042 manchmal fu¨r a = 1, 3
erreicht ist und manchmal fu¨r a = 1, 2. Man kann vermuten, dass der exakte Wert fu¨r a zwischen
1, 2 und 1, 3 liegt.
Doch wie bekommen wir nun den exakten Wert fu¨r a? Und woher wissen wir, ob in dem Beispiel
der Wert fu¨r b richtig eingestellt ist? Ko¨nnen wir dem Applet u¨berhaupt trauen?
Um diese Fragen zu kla¨ren, mu¨ssen wir das Minimum von d(a, b) mathematisch bestimmen. Per
Hand ist dies allerdings sehr aufwendig. Daher benutzen wir das Rechenprogramm Maple.
Informationen zum Rechenprogramm Maple
1. Maple starten
2. Datei o¨ffnen
Die Dateien, die wir fu¨r die Minimierung beno¨tigen befinden sich auf der CD im Ordner
”Maple“.O¨ffnen Sie die Datei u¨ber File→Open...
3. Arbeiten mit Maple
Die Anweisungen in den Mapledateien sind durch eine rote Schrift gekennzeichnet mit
einem gro¨ßer-Zeichen ”>“ vorweg. In schwarz geschriebene Texte sind Erkla¨rungen.Ergebnisse werden in blau geschrieben.
Wie das Maple-Programm bei den einzelnen Berechnungen vorgeht, ist fu¨r unsere Zwe-
cke nicht von Bedeutung. Vielmehr interessieren wir uns fu¨r die Ergebnisse.
Damit Maple das entsprechende Ergebnis ausgibt, muss die Anweisung durch Enter
besta¨tigt werden.
Wichtig dabei ist, dass Sie bei der ersten Anweisung starten, diese mit Enter besta¨tigen
und sich bis zum Dateiende ”durchklicken”. Jede Anweisung muss also nacheinander mit
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Enter besta¨tigt werden.
Manche Anweisungszeilen sind durch einen blauen Hintergrund hervorgehoben, wie z.B
Hier mu¨ssen Sie Ihre entsprechenden Werte eingeben. Dezimalkommata werden dabei
als ” . ” geschrieben.
Aufgabe
1.4 Sie sollen nun mit Maple die Fehlerquadratsumme d(a, b) der Datenpunkte aus dem
Beispiel von oben minimieren.
Gegeben: (1, 0, 5); (2, 0, 62); (3, 0, 75); (4, 0, 84); (5, 0, 99) und b = 3, 2.
Starten Sie das Rechenprogramm Maple und o¨ffnen Sie die Datei datenanpas-
sung kapitel1.mw.
Folgen Sie den Arbeitsschritten in der Datei.
Diskutieren Sie in Partnerarbeit nach der Ausfu¨hrung aller Anweisungen aus der Maple-
Datei folgende Aspekte:
Maple hat zwei Minimierungen vorgenommen: Bei der ersten Minimierung haben Sie den
Wert fu¨r b vorgegeben, sodass lediglich bezu¨glich des Parameters a minimiert wurde. Bei
der zweiten Minimierung wurde die Fehlerquadratsumme bezu¨glich beider Parameter von
Maple minimiert. Vergleichen Sie die Parameterwerte der beiden Minimierungen. Welche
Werte liefern die bessere Datenanpassung? Begru¨nden Sie!
Aufgabe
1.5 Minimieren Sie die Fehlerquadratsumme fu¨r folgende Datensa¨tze:
Datensatz 1: (1, 0, 5); (2, 0, 75); (3, 1); (4, 1); (5, 1) und b = 2
Datensatz 2: (1, 0, 5); (2, 0, 5); (3, 0, 5); (4, 0, 75); (5, 1) und b = 4
Datensatz 3: (1, 0, 5); (2, 0, 6); (3, 0, 7); (4, 0, 8); (5, 0, 9) und b = 3, 5
Verfahren Sie wie in Aufgabe 4! U¨bertragen Sie nur die jeweiligen Ergebnisse der zweiten
nachiterierten Minimierung in Ihr Lo¨sungsheft!
Anmerkung:
Bei diesen Minimierungen mittels Maple interessieren wir uns lediglich fu¨r die zweite Mi-
nimierung, bei der Maple d(a, b) minimiert. Die Minimierung von d∗(a) bei gegebenem b
scheint zuna¨chst u¨berflu¨ssig.
Trotzdem mu¨ssen wir immer einen brauchbaren Startwert fu¨r b ”von Hand“ vorgeben, damitdas Programm weiß, wo es in etwa nach Ergebnissen suchen soll. Wird kein Startwert fA˜¼r
b angegeben, kann es passieren, dass Maple sehr lange sucht oder die Lo¨sung gar nicht
findet.
Die Vorgabe eines brauchbaren Startwertes ist auch bei vielen anderen Problemen in der
Praxis und Wissenschaft notwendig.
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2 Zuru¨ck zum Versuch zur Tiefenwahrnehmung
U¨bersicht
In diesem Kapitel werden Sie die s-fo¨rmige Funktion an Ihre individuellen Daten aus dem Ver-
such zum Tiefensehen anpassen und die notwendigen Eigenschaften der Funktion kennenler-
nen.
Lernziele
Nach dem Bearbeiten dieses Kapitels ko¨nnen Sie:
• Die Parameter a und b fu¨r Ihre eigenen Datenpunkte bestimmen.
• Notwendige Eigenschaften der Funktion aufza¨hlen und begru¨nden.
2.1 Anpassung an die individuellen Daten
Nachdem wir nun einige Beispieldatenpunkte betrachtet haben, wollen wir die s-fo¨rmige Funktion
an unsere selbst erhobenen Daten anpassen.
Durch den Versuch haben Sie 5 Messdaten (x1, p1), · · · , (x5, p5) erhalten. Dabei entspricht xi der
Intensita¨t, mit der das 3D-Rechteck aus dem Bildschirm heraus bzw. in den Bildschirm hinein
geht. pi entspricht der zugeho¨rigen Trefferwahrscheinlichkeit, dass Sie die Rechtecklage bei der
entsprechenden Intensita¨t richtig erkannt haben. Um spa¨ter aus Ihren Daten Ihre individuelle Tie-
fenwahrnehmungsfa¨higkeit berechnen zu ko¨nnen, ist der Parameter b von besonderem Interesse.
Mehr dazu erfahren Sie spa¨ter.
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Aufgabe
2.1
Fragen Sie Ihren Experten, welcher Ihrer Datensa¨tze am aussagekra¨ftigsten ist und sich
am ehesten eignet.
Starten Sie das Programm Geonext (sofern es noch nicht gestartet ist) und o¨ffnen Sie die
Datei ”Aufgabe1.gxt“ im Ordner ”Aufgaben/Kapitel2“.
1. Beschriften Sie die x-Achse in Ihrem Lo¨sungsheft so, wie die x-Koordinate Ihrer Daten
und tragen Sie Ihre Werte in der Tabelle ein.
2. Stellen Sie im Applet die Datenpunkte durch Verschieben mit der linken Maustaste
Ihre Daten entsprechend ein.
3. Schalten Sie die logistische Funktion (= s-fo¨rmige Funktion) mit dem Schieberegler
ein.
4. Vera¨ndern Sie die Werte fu¨r a und b, sodass die Fehlerquadratsumme minimal wird.
5. U¨bertragen Sie den Verlauf des Graphen in Ihr Lo¨sungsheft und lesen Sie b ab. No-
tieren Sie sich auch die Summe der Fehlerquadrate.
Aufgabe
2.2
Minimieren Sie die Fehlerquadratsumme mit Hilfe von Maple. O¨ffnen Sie dazu erneut die
Datei datenanpassung kapitel2.mw.
Wa¨hlen Sie fu¨r Ihren Startwert b den Wert aus Aufgabe 1.
Notieren Sie die Ergebnisse in Ihrem Aufgabenblatt. Markieren Sie den Wert fu¨r b, den die
zweite Minimierung mittels Maple liefert. Diesen Wert brauchen Sie spa¨ter fu¨r die Berech-
nung Ihrer individuellen Tiefenwahrnehmungsfa¨higkeit.
2.2 Eigenschaften der Funktion fu¨r die Datenanpassung
Logistische Funktionen werden oft verwendet, um den Zusammenhang zwischen dargebotenen
Reizen und den dadurch hervorgerufenen Empfindungen zu beschreiben. Bei unserem Versuch
zum Tiefensehen wollen wir den Zusammenhang zwischen der Intensita¨t, mit der das Rechteck
aus dem Bildschirm herauskommt bzw. in den Bildschirm hinein geht, und der Wahrnehmung,
ob die Rechtecklage erkannt wird, untersuchen. Ziel dabei ist, eine Wahrnehmungsschwelle zu
bestimmen, das heißt die kleinste Intensita¨t zu ermitteln, ab der die Rechtecklage u¨berwiegend
richtig erkannt wird.
Welche Eigenschaften muss diese Funktion zur Beschreibung der Datenpunkte, die unser Ver-
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such liefert, haben?
Mit genau dieser Frage wollen wir uns nun bescha¨ftigen.
Aufgabe
2.3
Starten Sie das Programm Geonext (sofern es noch nicht gestartet ist) und o¨ffnen Sie die
Datei ”Aufgabe3.gxt“ im Ordner ”Aufgaben/Kapitel2“.Betrachten Sie erneut den Verlauf der logistischen Funktion im Applet.
Diskutieren Sie in Partnerarbeit, welche Eigenschaften die Funktion hat. Beru¨cksichtigen
Sie Aspekte wie Grenzwertverhalten, Monotonie, Wendepunkte und Symmetrie.
Aufgabe
2.4
Interpretieren Sie das Grenzwertverhalten und die Monotonie bezogen auf unseren Ver-
such. Warum sollte die Funktion diese Eigenschaften haben?
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Teil II
Tiefensehen und Geometrie
3 Das Auge
U¨bersicht
In diesem Kapitel werden die fu¨r uns wesentlichen Bestandteile des Auges eingefu¨hrt. Es wird
der Verlauf eines Lichtstrahls von einem Punkt ins Auge betrachtet.
Lernziele
Nach dem Bearbeiten dieses Kapitels ko¨nnen Sie
• Die wesentlichen Bestandteile des Auges erkla¨ren.
• Den Sehvorgang geeignet modellieren und zeichnerisch darstellen.
• Den Verlauf eines Lichtstrahls, der von einem Punkt aus ins Auge fA˜¤llt erkla¨ren und
zeichnerisch darstellen.
3.1 Basiswissen u¨ber das Auge
Die grundlegenden Komponenten eines Auges, die fu¨r die anschließende Modellierung des Seh-
vorgangs von Bedeutung sind, sind:
• die Hornhaut
• die Linse und
• die Netzhaut des Auges.
Im Folgenden wollen wir den Sehvorgang, der in Wirklichkeit sehr kompliziert ist, vereinfacht,
aber angemessen modellieren. Dazu betrachten wir den Verlauf eines Lichtstrahls, der von einem
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Punkt aus durch das Auge bis auf die Netzhaut trifft.
Ein vom Punkt P ausgehender Strahl trifft auf die Hornhaut, wo er gebrochen wird. Er durchla¨uft
die Augenlinse. Hier wird er erneut sowohl beim Eintritt in die Linse, als auch beim Austritt aus der
Linse gebrochen. Er passiert das Innere des Auges und trifft auf die Netzhaut. Hier werden die
optischen Signale in elektrische umgewandelt und zur Auswertung an das Gehirn weitergeleitet.
Diese drei Brechungen ko¨nnen nun mit nur einer Brechung simuliert werden. Dazu ersetzen wir
das System durch eine Linse, die den Strahl mit der Sta¨rke bricht, wie die Summe der drei ur-
spru¨nglichen Brechungen.
Natu¨rlich gehen vom Punkt P noch weitere Strahlen ab.
Alle Strahlen, die auf die Hornhaut treffen, werden von der Augenlinse so gebrochen, dass sie
sich auf der Netzhaut bu¨ndeln. Der Strahl, der durch den Mittelpunkt der Linse geht, durchla¨uft
diese ungebrochen.
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Definition
Zentralstrahl: Ein durch die Mitte der Linse verlaufender Strahl, der keine Brechung aufweist,
heißt Zentralstrahl.
Knotenpunkt: Der Knotenpunkt ist der Mittelpunkt einer Linse. Der Zentralstrahl durchla¨uft
diesen ungebrochen.
Das rechte Bild in der Grafik oben besitzt alle Angaben, die fu¨r das Abbild eines Punktes auf
der Netzhaut beno¨tigt werden: der Knotenpunkt K und der Zentralstrahl.
Jetzt wollen wir den Sehvorgang lediglich zeichnerisch noch etwas vereinfachen:
Fu¨r weitere U¨berlegungen, wird das Auge stets als Kreis mit dem Knotenpunkt, der die Funktion
der Linse u¨bernimmt, dargestellt.
Aufgabe
3.1
Bestimmen Sie zeichnerisch die Netzhautstellen der Punkte P1 − P4.
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4 Entstehung der Tiefenwahrnehmung
U¨bersicht
In diesem Kapitel lernen Sie, wie der Eindruck von ra¨umlicher Tiefe entsteht.
Lernziele
Nach dem Bearbeiten dieses Kapitels ko¨nnen Sie
• Den beida¨ugigen Sehvorgang modellieren.
• Die Entstehung der beida¨ugigen Tiefenwahrnehmung erkla¨ren.
• Den Begriff ’Disparita¨t’ verstehen und den Zusammenhang der Disparita¨t mit der Tiefen-
wahrnehmung erkla¨ren.
• Den Zusammenhang zwischen dem Augenabstand und der Tiefenwahrnehmung er-
kla¨ren.
4.1 Beida¨ugiges Tiefensehen
Man unterscheidet zwischen zwei verschiedenen Arten von Tiefensehen: dem eina¨ugigen und
dem beida¨ugigen Tiefensehen.
Wir bescha¨ftigen uns im Folgenden mit dem beida¨ugigen Tiefensehen. Dazu wollen wir zuna¨chst
einige Experimente durchfu¨hren:
Experiment
4.1
Holen Sie sich bei Ihrem Experten eine Nadel mit Faden.
Der Faden soll seitlich in die Na¨hnadel eingefa¨delt werden. Versuchen Sie das zuna¨chst!
Anschließend wiederholen Sie das Experiment mit nur einem geo¨ffneten Auge. Was pas-
siert? Woran ko¨nnte das liegen?
Experiment
4.2
Rollen Sie ein DIN-A4-Blatt zu einem Rohr zusammen und halten Sie es senkrecht mit
ausgestrecktem Arm vor sich. Betrachten Sie das Rohr zuna¨chst nur mit dem linken Au-
ge. Betrachten Sie es anschließend nur mit dem rechten Auge. Achten Sie dabei auf den
Hintergrund. Was fa¨llt Ihnen auf?
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Experiment
4.3
Rollen Sie ein DIN-A4-Blatt zu einem Rohr zusammen und schauen Sie mit dem rechten
Auge hindurch, ohne dabei das linke zu schließen. Schauen Sie mit beiden Augen
geradeaus. Halten Sie nun die flache linke Hand neben das Papierrohr, wie auf dem Bild
zu sehen ist. Sie ko¨nnen die Hand auch ein wenig an dem Rohr entlang verschieben. Die
Hand darf sich dabei nicht zu nah am linken Auge befinden.
Was ko¨nnen Sie beobachten?
Halten wir die wichtigen Aspekte, die die Versuche verdeutlicht haben, noch einmal fest:
Der Mensch besitzt zwei Augen, die sich an verschiedenen Positionen am Kopf befinden. Dadurch
sieht der Mensch zwei Bilder. Diese Bilder sind voneinander verschieden. Aus den Unterschie-
den der beiden Bilder kann das Gehirn errechnen, wie weit verschiedene Gegensta¨nde entfernt
liegen.
4.2 Modellierung des beida¨ugigen Sehvorgangs
Im Folgenden wollen wir die Verschiedenheit der beiden Bilder etwas genauer untersuchen. Dazu
betrachten wir nicht das gesamte Bild, welches das jeweilige Auge sieht, sondern nur noch ein-
zelne Punkte mit ihren Sehstrahlen, die auf die Netzhaut treffen. Der Strahlenverlauf von einem
Punkt durch das Auge bis hin zur Netzhaut wurde bereits in Kapitel 1 erarbeitet.
Zur Erinnerung: Der Verlauf eines Lichtstrahls, der von einem Punkt ausgeht, durch das Auge
dringt und am hinteren Teil des Auges die Netzhaut trifft, kann folgendermaßen vereinfacht wer-
den:
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Da wir nun fu¨r weitere Untersuchungen den beida¨ugigen Sehvorgang betrachten, beno¨tigen wir
ein geeignetes Modell fu¨r das Sehen mit beiden Augen. Dazu nehmen wir das zweite Auge bei
der Strahlenbetrachtung mit hinzu:
Hier sehen wir die beiden Augen mit ihren Knotenpunkten Kl und Kr. Beide Augen fixieren einen
Punkt im Unendlichen. Dies ist der Fall, wenn man entspannt geradeaus schaut.
Die Sehstrahlen, die von diesem Punkt ausgehen verlaufen parallel und treffen die Netzhaut bei-
der Augen mittig.
Nun wollen wir einen weiteren Punkt P betrachten und die Sehstrahlen von P einzeichnen:
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Man kann erkennen, dass die Netzhautstellen Pl und Pr, auf die die Sehstrahlen treffen, im linken
und rechten Auge - relativ zu den Netzhautstellen, auf die unendlich ferne Punkte abgebildet wer-
den - verschieden sind.
Die Sehstrahlen von P bilden mit den Sehstrahlen vom Fixpunkt einen Winkel im linken und rech-
ten Auge.
Diese bezeichnen wir mit ϕl und ϕr.
Verschiebt man den Punkt P, so a¨ndern sich auch die Winkel ϕl und ϕr.
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Zusammengefasst ko¨nnen wir unser Modell folgendermaßen beschreiben:
Beide Augen fixieren einen Punkt F, der symmetrisch zu beiden Augen liegt. Diesen Punkt nennen
wir Fixpunkt. Schaut man entspannt geradeaus durch die Luft, liegt der Fixpunkt im Unendlichen
und seine Sehstrahlen ins linke und rechte Auge verlaufen parallel. Neben dem Fixpunkt nehmen
wir noch weiter Punkte in Blickrichtung des Fixpunktes wahr, wie zum Beispiel den Punkt P aus
dem Bild oben. Diese Punkte nennen wir Referenzpunkte. Die Sehstrahlen eines Referenzpunk-
tes bilden im linken und rechten Auge einen Winkel mit den Sehstrahlen des Fixpunktes. Diese
Winkel bezeichnen wir mit ϕl und ϕr.
Verschiebt man den Referenzpunkt, a¨ndern sich auch die Winkel. Sie sind ein Maß dafu¨r, an wel-
cher Netzhautstelle ein Referenzpunkt abgebildet wird.
Fu¨r die Winkel wird folgende Vereinbarung getroffen:
Vereinbarung
Wird der Referenzpunkt P links vom Fixpunkt F auf der Netzhaut abgebildet, ist der Winkel ϕ
positiv.
Wird der Referenzpunkt P rechts vom Fixpunkt F auf der Netzhaut abgebildet, ist der Winkel ϕ
negativ.
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Aufgabe
4.1
Starten Sie das Programm Geonext (sofern es noch nicht gestartet ist) und o¨ffnen Sie die
Datei ”Aufgabe1.gxt“ im Ordner ”Aufgaben/Kapitel4“. O¨ffnen Sie zudem das Java-Applet
”Aufgabe1.html“ im selben Ordner.Welche Werte nehmen die Winkel ϕl und ϕr an?
Das Geonext Applet zeigt den beida¨ugigen Sehvorgang. Der Referenzpunkt P kann mit
der Maus bewegt werden. Klicken Sie dazu mit der linken Maustaste auf P und halten sie
die Taste gedru¨ckt. Beachten Sie, dass nur Punkte wahrgenommen werden ko¨nnen, die
vor den Augen liegen, das heißt bei dem Applet oberhalb der beiden Kreise.
Das Java-Applet beinhaltet einige Sa¨tze, die richtig zu Ende gefu¨hrt werden mu¨ssen.
Durch Klicken auf die Boxen ko¨nnen Sie die richtige Antwort auswa¨hlen.
Beantworten Sie nun die Fragen aus dem zweiten Applet. Benutzen Sie dabei das
erste Applet, indem Sie den Punkt entsprechend der jeweiligen Frage verschieben.
Das Gehirn kann aus dem Grad der Verschiedenheit der Netzhautbilder, die durch die Winkel ϕl
und ϕr eindeutig bestimmt sind, Ru¨ckschlu¨sse u¨ber die relative Entfernung des Referenzpunktes
bezu¨glich des Fixpunktes errechnen. Diese Verschiedenheit der Netzhautbilder bezeichnen wir
mit Disparita¨t.
Definition
Die Disparita¨t µ eines Punktes ist die Verschiedenheit der zwei Netzhautbilder, die aufgrund
des Abstandes zwischen den beiden Augen zustande kommt. Sie wird als Differenz der beiden
Winkel ϕr und ϕl berechnet:
µ = ϕr − ϕl
Die Angabe erfolgt im Bogenmaß.
Zusatzinformationen
Das Bogenmaß ist wie das Gradmaß ein Winkelmaß.
Das Bogenmaß eines Winkels α ist die Maßzahl der La¨nge seines Kreisbogens b im Einheits-
kreis.
Fu¨r einen 360◦ Winkel entspricht dies genau dem Umfang des Kreises 2pi.
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Das Bogenmaß hat keine Einheit, wird aber oft mit rad bezeichnet.
Mo¨chte man mit dem Taschenrechner Winkelfunktionen berechnen (zum Beispiel den Sinus von
einem Winkel), so muss der Modus der Taschenrechners je nach Winkelmaß eingestellt werden.
Soll mit Gradzahlen gerechnet werden, so muss der Gradmodus (Degree) eingestellt sein. Bei
den meisten Taschenrechnern erscheint auf dem Display die Abku¨rzung ”D“ oder ”Deg“. Sinddie Winkelangaben dagegen im Bogenmaß, muss der Modus entsprechend auf das Bogen-
maß umgestellt werden. Bei den meisten Taschenrechnern erscheint dann ein ”R“ oder ”Rad“(Radian) auf dem Display.
Aufgabe
4.2
Starten Sie das Programm Geonext (sofern es noch nicht gestartet ist) und o¨ffnen Sie die
Datei ”Aufgabe2.gxt“ im Ordner ”Aufgaben/Kapitel4“. O¨ffnen Sie zudem das Java-Applet
”Aufgabe2.html“ im selben Ordner.Betrachten Sie erneut den beida¨ugigen Sehvorgang mit Hilfe des Geonext-Applets und
beantworten Sie die Fragen aus dem Java-Applet.
4.3 Was sagt die Disparita¨t u¨ber die Tiefenwahrnehmung aus?
Mit Hilfe von Aufgabe 2 haben wir bereits festgestellt, dass die Disparita¨t betragsma¨ßig kleiner
wird, je weiter der Referenzpunkt von den Augen entfernt ist. Das heißt, je kleiner die relative Ent-
fernung zwischen Fixpunkt und Referenzpunkt ist, desto kleiner ist auch der Betrag der Disparita¨t.
Unterschreitet die Disparita¨t vom Betrag her einen bestimmten Wert, kann das Gehirn diese rela-
tive Tiefe nicht mehr erkennen. Wo diese Grenze liegt, ab der keine Tiefenunterschiede zwischen
Referenzpunkt und Fixpunkt wahrgenommen werden, ist individuell unterschiedlich.
Mit Hilfe des Random-Dot-Stereogramm-Versuchs zum Tiefensehen wird genau diese Dispa-
rita¨tsgrenze berechnet.
Fu¨r geu¨bte Beobachter liegt der Wert bei optimalen Bedingungen im Bereich von nur 2 Winkelse-
kunden [”].
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Das entspricht im Gradmaß 2 · 136 · 10−4 Grad ≈ 0, 000005556 Grad. Im Bogenmaß ergibt das
etwa 0, 000009696 = 9, 696 · 10−6 rad.
Fassen wir noch einmal zusammen:
Je kleiner der Betrag der Disparita¨t ist, desto geringer ist die Entfernung vom Referenzpunkt zum
Fixpunkt.
Ab einer individuellen Disparita¨tsgrenze wird kein Tiefenunterschied mehr zwischen Fix- und Re-
ferenzpunkt wahrgenommen.
4.4 Netzhautstellen zweier Referenzpunkte
Nun wollen wir die Netzhautstellen von zwei voneinander verschiedenen Referenzpunkten mitein-
ander vergleichen.
Eine Frage, die sich hier stellt, ist, ob die Sehstrahlen zweier voneinander verschiedener Refe-
renzpunkte stets auf unterschiedliche Netzhautstellen treffen. Oder anders ausgedru¨ckt: Ist je-
der Referenzpunkt durch die beiden Sehstrahlen ins linke und rechte Auge eindeutig bestimmt?
Genu¨gt also die Angabe von ϕl und ϕr, um die Position des Referenzpunktes zu bestimmen?
Diese Frage wollen wir anhand eines weiteren Applets kla¨ren.
Aufgabe
4.3
Starten Sie das Programm Geonext (sofern es noch nicht gestartet ist) und o¨ffnen Sie die
Datei ”Aufgabe3.gxt“ im Ordner ”Aufgaben/Kapitel4“.Versuchen Sie die beiden Punkte so zu verschieben, dass sie auf die gleichen Netzhaut-
stellen abgebildet werden.
Was ko¨nnen Sie u¨ber die Lage der Punkte sagen?
Aufgabe 3 hat uns gezeigt, dass jeder Punkt eindeutig durch die Angabe des Winkelpaares (ϕl,ϕr)
bestimmt ist. Demnach kann man auch von dem umgekehrten Fall ausgehen, dass man die Win-
kel ϕl und ϕr gegeben hat und der zugeho¨rige Referenzpunkt gesucht ist.
Aufgabe
4.4
Starten Sie das Programm Geonext (sofern es noch nicht gestartet ist) und o¨ffnen Sie die
Datei ”Aufgabe4.gxt“ im Ordner ”Aufgaben/Kapitel4“.In dem Geonext-Applet ko¨nnen Sie die Netzhautstellen entlang der Netzhaut verschieben.
Verschieben Sie die beiden Punkte auf der Netzhaut so, dass die Winkel ϕl und ϕr sehr
klein werden. Was passiert mit dem Referenzpunkt?
Mit etwas Geschick, ko¨nnen sie die Punkte auch so verschieben, dass die Disparita¨t 0 wird
oder zumindest vom Betrag her nicht gro¨ßer als 0, 02. Wo liegt dann der Referenzpunkt?
Was ko¨nnen Sie u¨ber den Verlauf der Sehstrahlen sagen?
Achten Sie darauf, dass der Schnittpunkt der Sehstrahlen vor dem Betrachter liegt, sodass
dieser den Referenzpunkt sehen kann.
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4.5 Zusammenhang zwischen Augenabstand und Tiefensehen
Als na¨chstes wollen wir untersuchen, wie die Disparita¨t mit dem Augenabstand zusammenha¨ngt.
Aufgabe
4.5
Starten Sie das Programm Geonext (sofern es noch nicht gestartet ist) und o¨ffnen Sie die
Datei ”Aufgabe5.gxt“ im Ordner ”Aufgaben/Kapitel4“.Bei diesem Geonext-Applet soll nicht der Referenzpunkt P bewegt werden, sondern der
Knotenpunkt Kl, der auf der x-Achse verschoben werden kann. Der Knotenpunkt Kr
bewegt sich entsprechend mit, sodass P stets mittig zwischen beiden Knotenpunkten liegt.
Bewegen Sie zuna¨chst Kl, sodass die Knotenpunkte der Augen mal na¨her zusammen sind
und mal weiter auseinander sind.
Achten Sie dabei auf die Werte fu¨r die Winkel und die Disparita¨t. Fu¨hren Sie anschließend
schriftlich die unter dem Applet stehenden Sa¨tze zu Ende.
Die Winkelbetra¨ge sind umso kleiner, je...
Die Disparita¨t ist vom Betrag her umso gro¨ßer, je...
Was bedeutet das nun fu¨r die Tiefenwahrnehmungsfa¨higkeit?
Der gleiche Referenzpunkt weist bei einer Person mit gro¨ßerem Augenabstand einen vom Betrag
her gro¨ßeren Disparita¨tswert auf. Wir haben bereits festgehalten: Wenn die Disparita¨t einen be-
stimmten Wert vom Betrag her unterschreitet, dann kann das Gehirn keine Ru¨ckschlu¨sse u¨ber
die relative Entfernung des Referenzpunktes bezu¨glich des Fixpunktes berechnen. Das bedeutet,
dass ab einem gewissen Betrag der Disparita¨t, der Referenzpunkt und der Fixpunkt gleich weit
entfernt zu sein scheinen. Diese Grenze ist bei Menschen mit einem geringeren Augenabstand
bereits bei na¨her liegenden Punkten erreicht als bei Menschen mit gro¨ßerem Augenabstand.
Somit haben Menschen mit einem gro¨ßeren Augenabstand bessere Voraussetzungen fu¨r die Tie-
fenwahrnehmung.
Der durchschnittliche Abstand der Augenpupillen (=Knotenpunktabstand) liegt u¨brigens bei 6, 3
Zentimeter.
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5 Scheinbare Tiefe
U¨bersicht
In diesem Kapitel lernen Sie, wie scheinbare Tiefe entsteht.
Lernziele
Nach dem Bearbeiten dieses Kapitels ko¨nnen Sie
• Erkla¨ren, wie ein scheinbarer Tiefenunterschied erzeugt wird.
• Einen scheinbaren Tiefenunterschied mit Hilfe von Formeln berechnen.
• Ein Verfahren zur Erzeugung von Tiefenunterschiede erkla¨ren.
• Ihre eigene Tiefenwahnehmungsfa¨higkeit berechnen.
5.1 Scheinbarer Tiefenunterschied
In diesem Kapitel wollen wir erarbeiten, wie das menschliche Auge bezu¨glich der Entfernung von
Referenzpunkten geta¨uscht werden kann. Ein Beobachter soll den Eindruck bekommen, dass
zwei Punkte, die den gleichen Abstand zu den Augen haben, unterschiedlich weit entfernt sind.
Wir wissen bereits, dass die Disparita¨t die entscheidende Gro¨ße ist, um Tiefe wahrzunehmen.
Zur Erinnerung: Die Disparita¨t entspricht der Verschiedenheit der beiden Netzhautbilder, die da-
durch zustande kommt, dass die Augen, aufgrund ihres Abstandes zueinander, unterschiedliche
Bilder sehen.
Um eine scheinbare Tiefe hervorzurufen, mu¨ssen diese beiden pro Auge wahrgenommenen Ein-
zelbilder manipuliert werden.
Schauen wir uns ein Beispiel an:
Wahrscheinlich haben Sie bereits im Kino 3D-Filme gesehen. Natu¨rlich sind dabei alle Filmsze-
nen auf der Leinwand und nicht etwa davor oder dahinter. Das Gehirn wird lediglich ausgetrickst.
Wie ist es mo¨glich, Tiefenunterschiede zwischen Punkten wahrzunehmen, obwohl diese die glei-
che Entfernung zum Betrachter haben?
Genau diese Frage wollen wir nun kla¨ren.
Dazu mu¨ssen wir unser Modell des beida¨ugigen Sehvorgangs ein wenig an die Situation, dass
eine Leinwand, ein Monitor oder ein Bild angesehen wird, anpassen. Das bisher betrachtete Mo-
dell spiegelt die Situation wieder, dass der Betrachter entspannt geradeaus in die Ferne schaut,
sodass der Fixpunkt unendlich weit entfernt ist. Dieser verschiebt sich nun na¨her an den Betrach-
ter. Das hat zur Folge, dass die Sehstrahlen, die vom Fixpunkt F ins linke und rechte Auge fallen,
nicht mehr parallel sind.
Wir gehen weiterhin davon aus, dass F stets symmetrisch zwischen beiden Augen liegt.
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Machen wir uns ein wenig vertraut mit dem Modell, bei dem der Fixpunkt nicht mehr im Unendli-
chen liegt:
Aufgabe
5.1
Starten Sie das Programm Geonext (sofern es noch nicht gestartet ist) und o¨ffnen Sie die
Datei ”Aufgabe1.gxt“ im Ordner ”Aufgaben/Kapitel5“.In dieser Aufgabe geht es darum, einige Referenzpunkte, die eine Disparita¨t von 0 haben,
zu finden, sodass eine allgemeine Aussage u¨ber die Lage solcher Referenzpunkte getrof-
fen werden kann.
Suchen Sie mit Hilfe des Applets durch Bewegen des Punktes P eine Reihe von Refe-
renzpunkten (8-10 Punkte), deren Disparita¨t 0 ist. Haben Sie einen Punkt gefunden, so
zeichnen Sie ihn in der Skizze in Ihrem Lo¨sungsheft mit Bleistift in Form eines Kreuzes ”x“ein.
Suchen Sie mo¨glichst viele Punkte, die nicht zu nah aneinander liegen. Suchen Sie auch
Punkte, die sehr weit links oder rechts von den Augen liegen.
Ko¨nnen Sie etwas u¨ber die allgemeine Lage der Punkte mit Disparita¨t 0 sagen?
Der gerade beschriebene Kreis, auf dem alle Punkte mit einer Disparita¨t von 0 liegen, ist ein-
deutig bestimmt durch die beiden Knotenpunkte und dem Fixpunkt. Er umfasst alle Punkte, die
dem Betrachter als gleich weit wie der Fixpunkt erscheinen.
Wie gelingt es uns nun, dass Punkte, die auf diesem Kreis liegen, weiter weg oder na¨her entfernt
als der Fixpunkt scheinen?
Betrachten wir folgende Skizze:
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Das linke Auge sieht den roten, aber nicht den blauen Punkt. Analog sieht das rechte Auge nur
den blauen, aber nicht den roten Punkt. Das Gehirn verschmilzt diese Punkte miteinander und
der verschmolzene Punkt wird hinter dem Fixpunkt wahrgenommen.
Aufgabe
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Starten Sie das Programm Geonext (sofern es noch nicht gestartet ist) und o¨ffnen Sie die
Datei ”Aufgabe2.gxt“ im Ordner ”Aufgaben/Kapitel5“. O¨ffnen Sie zudem das Java-Applet
”Aufgabe2.html“ im selben Ordner.Bewegen Sie die Punkte Pl und Pr in dem Geonext-Applet und beantworten Sie die Fragen
aus dem Java-Applet.
Je weiter der Fixpunkt vom Betrachter entfernt ist, desto gro¨ßer wird auch der Kreis.
Ab einer bestimmten Entfernung des Fixpunktes kann der Kreisbogen, auf dem der rote und blaue
Punkt liegt, mit Hilfe einer Geraden angena¨hert werden. Veranschaulichen wir das mit Hilfe des
Applets ”Kreisannaeherung.gxt“ im Ordner ”Aufgaben/Kapitel5“:Bei dem Applet ist der Fixpunkt 2 Meter entfernt. U¨ber dem Fixpunkt ist ein Monitor abgebildet,
welcher in Relation zum Augenabstand 40 Zentimeter breit ist. Der Referenzpunkt P liegt auf einer
Strecke, die den Kreis im Fixpunkt beru¨hrt. Verschieben Sie zuna¨chst den Referenzpunkt P nach
links und rechts.
Verringern Sie nun den Abstand des Fixpunktes zu den Augen auf ca. 1 Meter und verschieben
Sie den Referenzpunkt P erneut nach links und rechts. Vergro¨ßern Sie nun den Abstand des Fix-
punktes zu den Augen auf ca. 3 Meter.
Beobachtungen:
• Bis zu einer Verschiebung von etwa 20 Zentimeter spielt es kaum eine Rolle, ob der Punkt
P auf der Geraden oder auf dem Kreis liegt. Die Gerade ist also eine gute Anna¨herung bei
2 Meter entfernten Fixpunkten.
• Ist der Fixpunkt nur einen Meter von den Augen entfernt, ist der Unterschied zwischen dem
Kreis und der Strecke bei einer horizontalen Verschiebung von P um 20 Zentimeter wesent-
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lich gro¨ßer als zuvor.
Die Anna¨herung des Kreises durch eine Gerade ist nur noch fu¨r horizontale Verschiebungen
von etwa 10 Zentimeter gut. Fixiert der Beobachter einen 40 Zentimeter breiten Bildschirm,
so ist eine Entfernung von einem Meter zu gering fu¨r Tiefenuntersuchungen.
• Je weiter der Fixpunkt entfernt ist, desto besser wird die Anna¨herung des Kreises in der
Umgebung des Fixpunktes F durch eine Gerade durch F.
Die Erzeugung von einem scheinbaren Tiefenunterschied kann somit mit folgendem Applet er-
kla¨rt werden, sofern der Fixpunkt weit genug von den Augen entfernt ist. Der blaue und rote
Punkt ko¨nnen bewegt werden.
Nun wollen wir etwas u¨ber die Gro¨ße des scheinbaren Tiefenunterschiedes sagen und erga¨nzen
die Skizze um einige Streckenbezeichnungen:
Es sei
• s die Verschiebung zweier Punkte in Zentimetern, von denen einer nur
vom linken und der andere nur vom rechten Auge gesehen wird,
• d der Abstand der Augen zum Fixpunkt (d.h. zum Bildschirm) in Zenti-
metern,
• a a der Augenabstand (Abstand der Pupillen) in Zentimetern und
• t die scheinbare Tiefe in Zentimetern.
Nach dem zweiten Strahlensatz gilt:
t
d+ t
=
s
a
⇔ t = sd+ st
a
⇔ t
(
1− s
a
)
=
sd
a
⇔ t = s · d
a− s
Bemerkung:
Ist s zu groß, kann das Gehirn die beiden Punkte nicht miteinander verschmelzen und es entsteht
kein Tiefeneindruck. Dieser Wert ist abha¨ngig vom Augenabstand und der Entfernung d.
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Oft wird scheinbare Tiefe am Monitor oder auf einer Leinwand gezeigt. Hierbei wird der Abstand
s der beiden Punkte zueinander nicht in Zentimeter, sondern in Pixel angegeben. Will man nun
die wahrgenommene Tiefe berechnen, muss erst berechnet werden, wieviel Zentimeter ein Pixel
entspricht. Diese Umrechnung ist abha¨ngig von der Auflo¨sung und der Breite des Bildschirms.
Fu¨r einen Monitor mit einer Auflo¨sung von 1280 x 1024 Pixel und einer Breite von 34 Zentimetern
ergibt sich:
1 cm =
1280
34
Pixel
⇒ 1 Pixel = 34
1280
cm ≈ 0, 02656 cm
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Karl und Hans mo¨chten sich im Kino einen 3D-Film anschauen. Nur noch in Reihe 4 und in
Reihe 17 sind zwei Pla¨tze nebeneinander frei. Die beiden u¨berlegen, fu¨r welche Reihe sie
sich entscheiden sollen. Natu¨rlich wollen sie die 3D Szenen richtig gut erkennen. Ko¨nnen
Sie ihnen weiterhelfen?
Weitere Informationen:
• Die Kinoleinwand ist 10 Meter breit und hat eine Auflo¨sung von 4096 x 2160 Pixel
(Breite x Ho¨he)
• Reihe 4 ist 12 Meter von der Leinwand entfernt.
• Reihe 17 ist 31 Meter von der Leinwand entfernt.
• In einer Szene sieht man eine Parkbank. Nach den Dreharbeiten werden die einzelnen
Bilder bearbeitet. Die Punkte Pl und Pr sind nach der Bearbeitung um 1 Pixel versetzt.
• Karl und Hans haben einen Pupillenabstand von 6, 3 cm.
• Runden Sie Zwischenergebnisse auf 3 Nachkommastellen.
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Versuchen Sie zuna¨chst alleine oder in Partnerarbeit, die Aufgabe zu bearbeiten. Haben Sie
nach einiger U¨berlegung keine Idee, wie Sie an die Aufgabe herangehen ko¨nnen, fragen Sie
Ihren Experten nach einem Hinweis fu¨r den Ansatz.
5.2 Random Dot Stereogramme
Ein Verfahren, wie erreicht werden kann, dass die Augen verschiedene Punkte sehen und das
Gehirn diese paarweise miteinander verschmilzt, sind Random-Dot-Stereogramme (RDS). In dem
Versuch zum Tiefensehen haben Sie diese bereits kennengelernt. RDS bestehen aus zwei dich-
ten Feldern von Zufallspunkten. Das eine hat nur rote Punkte und das andere nur blaue, gru¨ne
oder cyan-farbene Punkte.
Eine Rot-Blau-, Rot-Gru¨n- oder Rot-Cyan-Brille sorgt dafu¨r, dass das eine Auge nur die roten und
das andere nur die blauen, gru¨nen oder cyan-farbenen Punkte sieht.
Um nun scheinbare Tiefe zu erzeugen, wa¨hlt man einen
Bereich aus (im Versuch hatten wir ein Rechteck), in dem
alle roten und blauen, gru¨nen bzw. cyan-farbenen Punkte
horizontal gegeneinander verschoben sind.
Die restlichen Punkte außerhalb des Bereichs liegen an
der gleichen Position.
Der ausgewa¨hlte Bereich wird nun entweder vor oder hinter dem Bildschirm wahrgenommen.
Die Richtung der Punktverschiebung ist dabei ausschlaggebend dafu¨r, ob diese Punkte vor oder
hinter der Bildschirmebene wahrgenommen werden.
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Experiment
Betrachten Sie das folgende Bild mit der rot-blau-Brille und schließen Sie abwech-
selnd ein Auge:
Sie ko¨nnen beobachten, dass Sie durch das linke rote Bril-
lenglas nur den roten Kreis sehen und durch das rech-
te blaue Brillenglas nur den blauen Kreis. Da die Punk-
te beim RDS nur wenige Pixel versetzt sind, schneiden
sich die beiden verschiedenfarbenen Punkte. Der Schnitt
beider Farben ergibt die Farbe magenta. Durch das rote
Brillenglas kommt nur der rote Anteil der magenta-Farbe
durch, durch das blaue Brillenglas nur der blaue Anteil.
Wie wir bereits im ersten Teil festgestellt haben, erscheint der verschmolzene Punkt vor dem
Bildschirm, wenn der rote Punkt rechts vom blauen liegt. Liegt er links vom blauen Punkt, er-
scheint der verschmolzene Punkt hinter dem Bildschirm. Das Bild rechts oben verdeutlicht dies
nochmal.
5.3 Zuru¨ck zum Stereoversuch
Kommen wir zuru¨ck zu unserem Versuch zum Tiefensehen. Wir haben jetzt genug Wissen, um
unsere individuelle Tiefenwahrnehmungsfa¨higkeit zu ermitteln.
In dem Versuch zum Tiefensehen wurde Ihre Tiefenwahrnehmungsfa¨higkeit mit Hilfe von Random-
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Dot-Stereogrammen getestet. Insgesamt wurden 5 verschiedene Punktverschiebungen getestet,
wobei jede Verschiebung mehrfach dargeboten wurde, um die Ergebnisse durch richtiges Raten
nicht zu verfa¨lschen.
Als Ergebnis haben Sie fu¨r die 5 verschiedenen Tiefendarbietungen die relative Ha¨ufigkeit erhal-
ten, wie oft Sie richtig entschieden haben.
Diese Daten wurden dann in ein Koordinatensystem eingezeichnet. Auf der x-Achse wurde die
horizontale Verschiebung der roten und blauen Punkte in Pixel abgetragen und auf der y-Achse
die zugeho¨rige Wahrscheinlichkeit, dass Sie den Tiefenunterschied bei dem entsprechenden Pi-
xelversatz richtig erkannt haben.
Anschließend wurden die Daten mit einer logistischen Funktion approximiert. Wir haben bereits
erarbeitet, dass der Parameter b die Wendestelle der Funktion angibt. Die Wendestelle ent-
spricht der kleinsten horizontalen Verschiebung eines roten und blauen Punktes gemessen in
Pixel, die gerade noch eine Tiefenempfindung hervorruft. Somit ist der Parameter b, welchen wir
auch als Schwelle bezeichnen, von zentraler Bedeutung fu¨r die Berechnung der Tiefenwahrneh-
mungsfa¨higkeit.
Mit Hilfe der nachfolgenden Aufgaben werden Sie diese selbst berechnen!
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Schauen Sie in Ihrem Lo¨sungsheft Teil 1 Kapitel 2 Aufgabe 2 nach, welchen Wert Sie fu¨r
den Parameter b mit dem Maple-Worksheet berechnet haben.
Fu¨r die Musterlo¨sungen wird mit b=2,53 Pixel gerechnet.
Fragen Sie ihren Experten, welche Auflo¨sung Ihr Monitor hat und bestimmen sie die Moni-
torbreite durch Abmessen.
Rechnen Sie anschließend b in Zentimeter um. Runden Sie ihr Endergebnis auf 4 Nach-
kommastellen.
Hinweis: Haben Sie Schwierigkeiten bei der Umrechnung, ko¨nnen Sie in Ihrem Informa-
tionsheft auf Seite 5 die Umrechnung fu¨r einen 34 Zentimeter breiten Monitor mit einer
Auflo¨sung von 1280 x 1024 Pixel nachsehen.
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Berechnen Sie die wahrgenommene Tiefe t fu¨r den in Aufgabe 4 berechneten Punktver-
satz.
Welche weiteren Angaben beno¨tigen Sie dafu¨r? Runden Sie Ihr Endergebnis auf 2 Nach-
kommastellen.
Hinweis:
• Die Formel fu¨r die Tiefenberechnung, die wir im ersten Teil dieses Kapitels hergeleitet
haben, finden Sie auch in Ihrem Informationsheft.
• Den richtigen Wert fu¨r a erhalten Sie, indem Sie den Abstand ihrer Pupillen messen.
Fragen Sie einen Mitschu¨ler um Hilfe.
Sie kennen nun den kleinsten Tiefenunterschied t, der bei Ihnen noch eine Tiefenempfindung
auslo¨st. Dieser Wert ist abha¨ngig von der Entfernung zum betrachteten Objekt. Will man Tie-
fenwahrnehmungsfa¨higkeiten miteinander vergleichen, ist die Abha¨ngigkeit der Werte von der
Objektentfernung sto¨rend, wie folgendes Beispiel zeigt:
Schu¨ler A und Schu¨ler B fu¨hren beide den Versuch zum Tiefensehen durch. Der Versuch liefert
das Ergebnis, dass Schu¨ler A bei einer Entfernung von 3 Metern Tiefenunterschiede bis zu 3, 1
Zentimeter erkennen kann. Schu¨ler B hingegen sitzt nur 2 Meter vom Monitor entfernt. Er kann
bei dieser Entfernung Tiefenunterschiede bis zu 2, 3 Zentimeter erkennen.
Wer von den beiden ist nun besser im Tiefensehen?
Ein Vergleich der kleinsten erkennbaren Tiefenunterschiede t wa¨re unfair, weil Schu¨ler A weiter
vom Bildschirm entfernt ist.
Wie wir bereits in Kapitel 2 festgelegt haben, wird die Tiefenwahrnehmungsfa¨higkeit durch die
Disparita¨t µ angegeben. Diese kann berechnet werden durch:
µ =
a · t
d2
Aufgabe
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Berechnen Sie Ihren Disparita¨tswert µ0, bei dem Sie gerade noch Tiefenunterschiede wahr-
nehmen ko¨nnen.
Aufgabe
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Vergleichen Sie Ihre Werte fu¨r b, t und µ0 mit den Werten von 2-3 anderen Mitschu¨lern.
Wer von Ihnen kann am besten Tiefe wahrnehmen? Begru¨nden Sie!
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Teil III
Abbildung und Approximation
6 Abbildungsvorschrift
U¨bersicht
In diesem Kapitel lernen Sie, den beida¨ugigen Sehvorgang mit Hilfe einer Abbildungsvorschrift
zu beschreiben.
Lernziele
Nach dem Bearbeiten dieses Kapitels ko¨nnen Sie
• Die Netzhautstellen, auf die ein Referenzpunkt abgebildet wird, mathematisch bestimmen.
• Die Disparita¨t mathematisch bestimmen.
6.1 Bezeichnungen und erste Feststellungen
Wir erga¨nzen die zeichnerische Darstellung des beida¨ugigen Sehvorgangs, die wir bereits in Ka-
pitel 4 kennengelernt haben, durch den Augenabstand a und dem Lot d auf a durch den Refe-
renzpunkt P:
Sehen wir uns nun die rechte Abbildung etwas genauer an.
Aus der Mittelstufe ist bekannt, dass Stufenwinkel gleich groß sind.
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Zusatzinformationen
Stufenwinkel
Die Gerade h wird von zwei parallelen Geraden geschnitten.
Die Winkel ϕ und ϕ′, die dabei entstehen, sind gleich groß. Man nennt diese Winkel Stufenwin-
kel.
Die Stufenwinkel zu ϕl und ϕr sind die Winkel, welche die Strecke d mit den Sehstrahlen vom
Punkt P einnehmen.
Weiterhin finden wir bei der Darstellung zwei rechtwinklige Dreiecke:4(Kl , P,D) und4(Kr,D, P).
Mit Hilfe von Winkelfunktionen, auch trigonometrische Funktionen genannt, lassen sich in einem
rechtwinkligen Dreieck fehlende Winkel berechnen, wenn zwei Seiten bekannt sind.
Die bekanntesten und am meisten gebrauchten Winkelfunktionen sind
• der Sinus (kurz sin),
• der Cosinus (kurz cos) und
• der tangens (kurz tan).
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Fu¨r die Berechnung der Winkelfunktionen gilt folgendes:
Die Seite gegenu¨ber dem rechten Winkel heißt Hypotenu-
se. Die Seite neben dem zu bestimmenden Winkel α heißt
Ankathete und die Seite, die dem zu bestimmenden Win-
kel gegenu¨ber liegt, heißt Gegenkathete.
Es gilt:
• sin α = GegenkatheteHypotenuse ,
• cos α = AnkatheteHypotenuse und
• tan α = GegenkatheteAnkathete .
Welche der drei Winkelfunktionen man nehmen muss,
kommt auf die zwei gegebenen Seiten an.
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Bei unserem Modell fu¨r den beida¨ugigen Sehvorgang, gehen wir davon aus, dass wir die
Seite al bzw. ar und d gegeben haben.
Welche der drei Winkelfunktionen kann hier zur Berechnung der Winkel ϕl und ϕr ange-
wendet werden? Wie lauten die dazugeho¨rigen Gleichungen?
Zusatzinformationen
Der Tangens
Betrachten wir noch einmal die Definition des Tangens von oben. Diesmal zeichnen wir das
Dreieck in einem Einheitskreis, wobei die Ankathete dem Radius r = 1 entspricht:
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Laut Definition gilt:
tan α =
Gegenkathete
Ankathete
Da die Ankathete gleich dem Radius r = 1 ist, entspricht der Tangens vom Winkel α der in der
Skizze rot eingezeichneten Strecke. Diese ergibt sich aus der Tangente durch den Punkt (0, 1).
Die La¨nge der Strecke vom Punkt (0, 1) und dem Schnittpunkt der Hypotenuse mit der Tangente
entspricht dem Tangens.
Betrachten wir zur Verdeutlichung ein Applet. Starten Sie das Programm Geonext und o¨ffnen
Sie die Datei ”tangens.gxt“ im Ordner ”Aufgaben/Kapitel6“. Vera¨ndern Sie den Winkel α, indemSie den Punkt P auf dem Einheitskreis verschieben.
A¨ndern wir den Winkel α, vera¨ndert sich auch der Tangens vom Winkel α (also die rote Strecke).
Fu¨r den Winkel α = 90 Grad gibt es keinen Schnittpunkt der Hypotenuse mit der Tangente.
Dies entspricht im Bogenmaß dem Wert pi2 . An dieser Stelle ist der Tangens nicht definiert. Die
gleiche Situation tritt auf, wenn α = 3pi2 ist. Weiter ko¨nnen wir feststellen, dass bei α = pi und
α = 0 der Tangens 0 ist.
Abgesehen von α = pi2 und α =
3pi
2 , ko¨nnen wir jedem Winkel die gerichtete La¨nge der Strecke
vom Punkt (0, 1) zum Punkt P, also den Tangens vom Winkel zuordnen. Fu¨r den Fall, dass P im
ersten oder dritten Quadranten ist, ist das Vorzeichen positiv. Ansonsten negativ.
Nun wollen wir diese Werte in ein Koordinatensystem einzeichnen. Auf der x-Achse tragen wir
die Winkel im Bogenmaß auf und auf der y-Achse den Tangens. Wir beru¨cksichtigen dabei auch
negative Winkel, wie zum Beispiel
Als Graphen fu¨r die Tangensfunktion erha¨lt man:
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Der Tangens besitzt im Intervall
[−pi2 , pi2 ] eine Umkehrfunktion.
Diese wird Arkustangens genannt und durch arctan abgeku¨rzt. Ihr Funktionsgraph sieht so aus:
Um einen Winkel in einem rechtwinkligen Dreieck zu berechnen, beno¨tigt man die Umkehrfunk-
tion.
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Wir haben bereits erfahren, dass sich der Tangens eines Winkels berechnen la¨sst durch
tan α = GegenkatheteAnkathete .
Will man jetzt den Winkel α ermitteln, muss man den Tangens ”wegbekommen”. Dies geht mit
Hilfe der Umkehrfunktion, also dem Arkustangens.
tan α = x ⇔ α = arctan x
Sowohl der Tangens als auch der Arkustangens ko¨nnen abgeleitet werden. Es gilt:
(tan x)′ = 1+ tan2(x)
(arctan x)′ =
1
1+ x2
Weitere Eigenschaften
• Der Tangens kann auch mit Hilfe der Sinus- und Cosinusfunktion beschrieben werden:
tan x =
sin x
cos x
• Der Tangens ist punktsymmetrisch zum Ursprung: tan(−x) = − tan(x)
• Auch der Arkustangens ist punktsymmetrisch zum Ursprung: arctan(−x) = − arctan(x)
Hinweis: Bei den meisten Taschenrechnern wird die Umkehrfunktion des Tangens also der Ar-
kustangens mit tan−1 dargestellt.
Zusatzinformationen
Sinus- und Cosinus-Funktion
Auch den Sinus und Cosinus ko¨nnen wir im Einheitskreis betrachten, wobei die Hypotenuse
dem Radius r = 1 entspricht.
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Da die Hypotenuse gleich dem Radius r = 1 ist, gilt nach der Definition fu¨r den Sinus und
Cosinus im Einheitskreis:
• sin α = GegenkatheteHypotenuse = Gegenkathete (pinke Strecke)
• cos α = AnkatheteHypotenuse = Ankathete (gru¨ne Strecke)
Betrachten wir zur Verdeutlichung ein Applet. Starten Sie das Programm Geonext und o¨ffnen
Sie die Datei ”Sinus Cosinus.gxt“ im Ordner ”Aufgaben/Kapitel6“. Vera¨ndern Sie den Winkel α,indem Sie den Punkt P auf dem Einheitskreis bewegen.
Sie ko¨nnen beobachten, dass der Sinus und der Cosinus nur Werte zwischen −1 und 1 anneh-
men. Fu¨r den Winkel α = pi2 wird der Sinus 1 und der Cosinus 0. Fu¨r α = pi wird der Sinus 1 und
der Cosinus 0.
Wie auch den Tangens ko¨nnen wir den Sinus und Cosinus als Funktion von dem Winkel auf-
fassen und in ein Koordinatensystem einzeichnen. Die zugeho¨rigen Graphen sehen wie folgt
aus:
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Bestimmen Sie die Winkel ϕl und ϕr.
Erga¨nzen Sie nach dem Vergleich mit der Musterlo¨sung die Winkelberechnung auf Ihrem
Informationsblatt.
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6.2 Abbildungsvorschrift
Aus der Schule kennen Sie bereits Funktionen mit einer Vera¨nderlichen, wie zum Beispiel f :
R → R, f (x) = 2x + 5 oder anders aufgeschrieben: f : R → R, x 7→ 2x + 5. Funktionen dieser
Art a¨ndern sich lediglich in der Variablen x.
Es gibt aber auch Funktionen, die von zwei oder mehr Variablen abha¨ngen und deren Wertebe-
reich mehrdimensional ist. Eine solche Funktion nennen wir Funktion von mehreren Vera¨nderlichen
und schreiben
f : D → Rm
x 7→ f (x).
f ordnet einem Vektor x = (x1, x2, · · · , xn) aus dem Definitionsbereich D ⊆ Rn einen Vektor
f (x) = ( f1(x), · · · , fm(x)) zu. f ha¨ngt also von n Vera¨nderlichen x1, · · · , xn ab.
Bei der Abbildung, die wir fu¨r die Beschreibung des Sehvorgangs suchen, handelt es sich um
eine Funktion, mit zwei Vera¨nderlichen x und y.
Genauer suchen wir eine Abbildungsvorschrift, die die Netzhautstellen, auf die ein Referenzpunkt
P im linken und rechten Auge abgebildet wird, eindeutig bestimmt.
Wir haben bereits herausgefunden, dass die Winkel ϕl und ϕr die Position auf der Netzhaut be-
schreiben. Somit lautet der Ansatz fu¨r eine geeignete Abbildung:
p : S → W
P 7→ (ϕl , ϕr)
Im Definitionsbereich S sind alle mo¨glichen Referenzpunkte enthalten und im Wertebereich W
sind die zugeho¨rigen, durch die Sehstrahlen aller Referenzpunkte erzeugten, Winkelpaare ent-
halten.
Wir haben bereits festgestellt, dass die Winkel ϕl und ϕr mit Hilfe des Arkustangens berechnet
werden ko¨nnen. Um die Lage des Referenzpunktes in der Ebene beschreiben zu ko¨nnen, neh-
men wir uns ein Koordinatensystem zur Hilfe.
Das Koordinatensystem soll geeignet gewa¨hlt werden, sodass die La¨ngen al, ar und d durch die
Koordinaten der Knotenpunkte Kl und Kr mo¨glichst einfach angegeben werden ko¨nnen.
Ziel ist es, den eben aufgestellten Ansatz der Abbildungsvorschrift nur mit Hilfe der Koordinaten
des Referenzpunktes P = (x, y) auszudru¨cken.
Das Koordinatensystem wird so verschoben, dass der Nullpunkt in der Mitte von den beiden Kno-
tenpunkten Kl und Kr liegt:
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Bestimmen Sie die Koordinaten der Knotenpunkte Kl und Kr in Abha¨ngigkeit von dem Ab-
stand a der beiden Knotenpunkte.
Beachten Sie, dass der Nullpunkt des Koordinatensystems mittig liegt.
Notieren Sie ihr Ergebnis und erga¨nzen Sie es nach dem Vergleich mit der Musterlo¨sung
auf Ihrem Informationsblatt.
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In dieser Aufgabe wollen wir versuchen, die La¨ngen d, al und ar, die wir fu¨r die Winkelbe-
rechnung beno¨tigen, mit Hilfe der Koordinaten x und y und dem Abstand a der Knotenpunkte
zu bestimmen.
Erga¨nzen Sie ihre Ergebnisse nach dem Vergleich mit der Musterlo¨sung auf Ihrem Informa-
tionsblatt.
a) Wie groß ist die La¨nge d in Abha¨ngigkeit von einem gegebenen Punkt P = (x, y)?
b) Fu¨r diesen Aufgabenteil wird der Abstand der Knotenpunkte zueinander mit a = 6 cm
festgesetzt. Die Knotenpunkte sind also bei Kl = (− a2 , 0) = (−3, 0) und Kr = ( a2 , 0) =
(3, 0).
Bestimmen Sie die La¨ngen al und ar fu¨r die Zahlenbeispiele (i)-(iv) in Ihrem Lo¨sungsheft.
Versuchen Sie dabei eine Gesetzma¨ßigkeit zu finden, wie man aus den gegebenen Wer-
ten fu¨r den Punkt P = (x, y) und dem Abstand a der Knotenpunkte an das Ergebnis
kommt, indem Sie den entsprechenden Rechenweg in Abha¨ngigkeit von a und x auf-
schreiben.
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Haben Sie Schwierigkeiten, wie Sie an die Aufgabe heran gehen sollen, ko¨nnen Sie sich
die Lo¨sung fu¨r das erste Zahlenbeispiel zur Hilfe nehmen.
c) Zusammenfassung: O¨ffnen Sie das Java-Applet ”Aufgabe4c.html“ im Ordner ”Aufgaben/Kapitel6“ und beantworten Sie Fragen aus dem Applet.
Ein Problem, das an dieser Stelle auftritt ist, dass die Vorzeichen der Winkel, so wie wir sie
festgelegt haben, nicht beru¨cksichtigt werden. Sehen wir uns hierzu ein Beispiel an:
Betrachten wir erneut einen Referenzpunkt mit den Koordinaten P = (−4, 8) wie in Aufgabe 4b
(iii).
Unsere Berechnungen fu¨r die La¨ngen al und ar haben fu¨r a = 6 cm ergeben, dass al = − a2 − x =
1 und ar = a2 − x = 7 gilt.
Der Winkel ϕl wird berechnet durch:
ϕl = arctan
al
d
= arctan
1
8
= 0, 12
Dieser Wert ist positiv. Nach unserer Definition der Winkelvorzeichen sollte als Ergebnis aber
−0, 12 rauskommen, da P rechts vom Fixpunkt auf der Netzhaut abgebildet wird.
Dieser Vorzeichenfehler tritt fu¨r ϕl immer dann auf, wenn der Referenzpunkt links vom Sehstrahl
des Fixpunktes ins linke Auge liegt.
Analog entsteht ein Vorzeichenfehler fu¨r ϕr wenn der Referenzpunkt rechts vom Sehstrahl des
Fixpunktes ins rechte Auge liegt.
Wa¨hlt man fu¨r die Bestimmung der La¨ngen al und ar stets die Formel fu¨r den Fall, wo der Refe-
renzpunkt zwischen den Knotenpunkten liegt, wird der Vorzeichenfehler verhindert.
Die La¨ngen al und ar lassen sich stets ausdru¨cken durch:
al = x+
a
2
ar = x− a2
Setzen wir diese beiden Gleichungen und d = y in unseren Ansatz fu¨r die Abbildung ein, so
erhalten wir die vollsta¨ndige Abbildungsvorschrift:
Die vollsta¨ndige Abbildungsvorschrift lautet:
p : S → W
(x, y) 7→
arctan x+ a2y︸ ︷︷ ︸
=ϕl
, arctan
x− a2
y︸ ︷︷ ︸
=ϕr

Nun ko¨nnen wir fu¨r einen gegebenen Referenzpunkt die beiden Netzhautstellen, die durch die
jeweiligen Winkel ϕl und ϕr angegeben werden, berechnen.
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Zur Erinnerung: Die Differenz ϕr − ϕl ist definiert als die Disparita¨t. Aus diesem Wert kann das
Gehirn Ru¨ckschlu¨sse u¨ber die relative Tiefe eines Referenzpunktes erlangen. Dieser Wert soll
nun ebenfalls mit Hilfe einer Abbildung µ(x, y) angegeben werden.
Aufgabe
6.5
Bestimmen Sie die Abbildung µ(x, y) indem sie die Differenz ϕr − ϕl bilden.
Notieren Sie Ihr Ergebnis schriftlich und erga¨nzen Sie anschließend die Abbildungsvor-
schrift fu¨r µ(x, y) auf Ihrem Informationsblatt.
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7 Anwendungen der Abbildungen µ(x, y) und p(x, y)
U¨bersicht
In diesem Kapitel sollen verschiedene Aspekte mit Hilfe der Abbildungen µ(x, y) und p(x, y)
analysiert werden.
Lernziele
Nach dem Bearbeiten dieses Kapitels ko¨nnen Sie
• Den Zusammenhang zwischen dem Augenabstand und dem Tiefensehen mathematisch
herleiten.
• Berechnen, ab welcher Entfernung kein Tiefenunterschied zwischen Referenzpunkt und
Fixpunkt wahrgenommen wird.
• Beweisen, dass der Winkel ϕl immer gro¨ßer ist als ϕr.
• Die Umkehrfunktion von p(x, y) bestimmen.
7.1 Vereinbarung
In diesem Kapitel wollen wir zuna¨chst die Abbildungsvorschrift fu¨r die Disparita¨t µ(x, y) na¨her un-
tersuchen. Um es uns hierbei etwas einfacher zu machen, betrachten wir nur Referenzpunkte, die
auf der y-Achse liegen.
Wie a¨ndert sich dann die Abbildungsvorschrift fu¨r die Disparita¨t?
Aufgabe
7.1
Stellen Sie die Abbildungsvorschrift der Disparita¨t µ(x, y) fu¨r Punkte P(x, y) auf, die auf der
y-Achse liegen; d.h. fu¨r Punkte, die symmetrisch zwischen den Augen liegen.
7.2 Zusammenhang zwischen Augenabstand und Tiefensehen
In Kapitel 4 Aufgabe 5 haben wir anhand eines Geonext Applets festgestellt, dass Menschen mit
gro¨ßerem Augenabstand bessere Voraussetzungen fu¨r die Tiefenwahrnehmung haben. Dies wol-
len wir nun auch mathematisch fu¨r Referenzpunkte, die symmetrisch zwischen den Augen liegen,
herleiten.
Mit Hilfe der Disparita¨tsabbildung µ(x, y) werden wir beweisen, dass die Disparita¨t fu¨r denselben
Punkt P(x, y) bei Menschen mit gro¨ßerem Augenabstand vom Betrag her gro¨ßer ist als bei Men-
schen mit kleinem Augenabstand.
Dazu mu¨ssen wir zeigen, dass wenn die Disparita¨t µ1 vom Betrag her kleiner ist als die Disparita¨t
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µ2, dass dann auch der Augenabstand a1 kleiner ist als der Augenabstand a2.
Kurz: zu zeigen ist
|µ1| < |µ2| ⇔ a1 < a2
Hierbei sind Sie gefragt!
Aufgabe
7.2
Beweisen Sie:
|µ1| < |µ2| ⇔ a1 < a2
a. Starten Sie bei dem Beweis mit der linken Seite und setzen Sie die Abbildungsvorschrift
in die Gleichung fu¨r µ1 und µ2 ein.
Lo¨sen Sie zuna¨chst die Ungleichung soweit auf, dass auf beiden Seiten nur noch der
Arkustangens u¨brig bleibt.
b. Wenden Sie nun auf der linken und rechten Seite die Umkehrfunktion vom Arkustan-
gens an, also den Tangens.
Zusatzinformationen
Arkustangens in (Un-)Gleichungen
Um den Arkustangens in einer (Un-)Gleichung wegzubekommen, wird auf
der linken und rechten Seite der Tangens angewendet. Wichtig hierbei ist, dass
der Arkustangens alleine auf einer Seite steht. Sie ko¨nnen sich an folgendem
Beispiel orientieren.
arctan(2x) + 3 = 3, 5⇔ arctan(2x) = 0, 5⇔ 2x = tan(0, 5)⇔ x = tan(0, 5)
2
c. Formen Sie die Gleichung soweit um, dass die Behauptung bewiesen ist.
Somit haben wir gezeigt, dass |µ1| < |µ2| a¨quivalent ist zu a1 < a2.
Die Disparita¨t eines Punktes P ist also bei Menschen mit kleinerem Augenabstand vom Betrag
her kleiner als bei Menschen mit großem Augenabstand. Somit haben Menschen mit großem
Augenabstand bessere Voraussetzungen fu¨r die Tiefenwahrnehmung.
7.3 Ab welcher Entfernung wird kein Tiefenunterschied zwischen
Referenzpunkt und Fixpunkt wahrgenommen?
Wir wissen bereits, dass ab einer bestimmten Disparita¨tsgrenze µ0 keine Tiefe mehr wahrgenom-
men wird.
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Was bedeutet das fu¨r die Entfernung der Referenzpunkte? Wie weit muss ein Referenzpunkt von
den Augen entfernt liegen, damit dieser genauso weit entfernt zu sein scheint wie der Fixpunkt?
Genau diese Frage wollen wir nun fu¨r Referenzpunkte, die symmetrisch zwischen den Augen lie-
gen, kla¨ren. Alle Disparita¨tswerte, die vom Betrag her kleiner sind als die Disparita¨tsschwelle µ0
lo¨sen keine Tiefenwahrnehmung mehr aus.
Wir fordern also:
| µ | < µ0
Jetzt sind Sie an der Reihe!
Aufgabe
7.3
Berechnen Sie, ab welcher Entfernung y kein Tiefenunterschied zwischen Referenzpunkt
und Fixpunkt wahrgenommen wird, wenn die Disparita¨tsschwelle bei µ0 liegt, indem sie die
Ungleichung | µ | < µ0 nach y umformen.
a. Setzen Sie zuna¨chst die Funktionsvorschrift fu¨r µ ein.
b. Formen Sie die Ungleichung so um, dass auf der linken Seite nur noch der Arcustangens
steht.
c. Wenden Sie auf beiden Seiten den Tangens an und lo¨sen Sie dann die Ungleichung
nach y auf.
Aufgabe
7.4
Berechnen Sie, ab welcher Entfernung Sie keine Tiefe mehr zwischen einem Referenz-
punkt und dem Fixpunkt wahrnehmen.
Benutzen Sie dafu¨r die Formel aus der Musterlo¨sung von Aufgabe 3c und einen Ta-
schenrechner (falls Sie keinen Taschenrechner dabei haben, fragen Sie entweder einen
Mitschu¨ler oder ihren Experten, ob er Ihnen einen leiht).
Hinweis:
• Ihre Disparita¨tsschwelle µ0 haben Sie bereits in Kapitel 5 Teil 3 Aufgabe 6 berechnet.
Schauen Sie auf Seite 10 in Ihrem Lo¨sungsheft nach.
• Vergewissern Sie sich, dass ihr Taschenrechner im Bogenmaß (rad) und nicht mit
Gradzahlen (deg) rechnet.
7.4 Winkelgro¨ßen
Nun wollen wir die Abbildungsvorschrift p, die einem Punktpaar (x, y) dem zugeho¨rigen Winkel-
paar (ϕl , ϕr) zuordnet, etwas genauer betrachten.
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Mit Hilfe der Geonext-Applets konnte bereits festgestellt werden, dass bei dem Modell des beida¨ugigen
Sehvorgangs mit entspanntem Blick geradeaus der Winkel ϕl immer gro¨ßer ist als der Winkel ϕr.
Anhand der Abbildungsvorschrift p ko¨nnen wir diese Beobachtung nun auch beweisen.
Zur Erinnerung: Die Abbildungsvorschrift p ist gegeben durch:
p : S → W
(x, y) 7→
arctan x+ a2y︸ ︷︷ ︸
=ϕl
, arctan
x− a2
y︸ ︷︷ ︸
=ϕr

Behauptung:
ϕl ≥ ϕr
Beweis:
Der Augenabstand a ist immer gro¨ßer 0. Also gilt:
a
2
≥ − a
2
|+ x
⇒ x+ a
2
≥ x− a
2
Da y > 0 ist, gilt auch:
x+ a2
y
≥ x−
a
2
y
Nun wenden wir auf der linken und rechten Seite den arctan an und erhalten aufgrund der Mono-
tonie des Arkustangens:
arctan
x+ a2
y︸ ︷︷ ︸
=ϕl
≥ arctan x−
a
2
y︸ ︷︷ ︸
=ϕr
Also gilt die Behauptung.
7.5 Umkehrbarkeit
Anhand der Geonext Applets haben wir bereits festgestellt, dass jeder Punkt eindeutig einem
Winkelpaar zugeordnet werden kann. Es la¨ßt sich also vermuten, dass die Abbildung umkehrbar
ist. Dies wollen wir nun mathematisch belegen, indem wir die Umkehrabbildung bestimmen.
Wir berechnen die Umkehrfunktion komponentenweise.
Laut Abbildungsvorschrift sind die Winkel ϕl und ϕr definiert durch:
ϕl = arctan
(
x+ a2
y
)
und ϕr = arctan
(
x− a2
y
)
Ziel ist es nun, die beiden Gleichungen nach x und y aufzulo¨sen. Hierbei sind Sie gefragt!
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Aufgabe
7.5
Lo¨sen Sie die beiden Gleichungen nach y auf!
a. Wenden Sie bei beiden Gleichungen auf der linken und rechten Seite den Tangens an
(Umkehrfunktion des Arkustangens).
b. Lo¨sen Sie nun beide Gleichungen nach y auf.
Aufgabe
7.6
Durch Gleichsetzen der beiden Gleichungen fu¨r y, kann y eliminiert werden.
Setzen Sie die beiden Gleichungen fu¨r y gleich und lo¨sen Sie nach x auf.
Aufgabe
7.7
Setzen Sie x in eine der Gleichungen fu¨r y ein.
Aufgabe
7.8
Wie lautet die gesuchte Umkehrabbildung?
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8 Approximation
U¨bersicht
In diesem Kapitel lernen Sie, wie die Abbildungen µ(x, y) und p(x, y) durch einfachere Abbil-
dungen angena¨hert werden ko¨nnen.
Lernziele
Nach dem Bearbeiten dieses Kapitels ko¨nnen Sie
• Die Abbildung p(x, y) durch eine andere einfachere Funktion anna¨hern.
• Die Abbildung µ(x, y) durch eine andere einfachere Funktion anna¨hern.
• Bestimmte Eigenschaften von p und µ beweisen.
• Die Eigenschaften von p und µ aus Kapitel 7 schnell beweisen.
8.1 Approximation der Abbildung p
Nun wollen wir die Abbildung p, die jedem Punktpaar (x, y) das zugeho¨rige Winkelpaar (ϕl , ϕr)
zuordnet, durch eine andere, einfachere Funktion p˜ anna¨hern.
Eine solche Anna¨herung wird auch Approximation genannt. Man sagt auch, p soll approximiert
werden.
Wir suchen also eine Funktion p˜, deren Funktionswerte mit den Funktionswerten von p in etwa
u¨bereinstimmen.
Zur Erinnerung: Die Abbildung p ist definiert durch:
p : S → W
(x, y) 7→
(
arctan
x+ a2
y
, arctan
x− a2
y
)
Die Bestimmung von p˜ erfolgt nun in 4 Schritten:
1. Werte fu¨r x
Fu¨r die Approximation betrachten wir nur Punkte, die in einer Umgebung von x = 0 liegen.
Das ha¨ngt damit zusammen, dass wir nur Referenzpunkte in Blickrichtung des Fixpunktes
wahrnehmen. Da der Fixpunkt in unserem Modell mittig zwischen beiden Augen liegt, also
auf der y-Achse, ist auch der Referenzpunkt in etwa mittig zwischen beiden Augen.
Also:
x ≈ 0
Fu¨r den Term x±
a
2
y folgt daraus:
x± a2
y
≈ ± a
2y
2. Werte fu¨r y
Zur Erinnerung: Der Wert fu¨r y entspricht der Entfernung des Referenzpunktes zum Be-
trachter in Zentimetern. Dieser Wert ist im Verha¨ltnis zum Augenabstand a relativ groß. Wir
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gehen davon aus, dass beim entspannten Blick nach vorne mo¨gliche Referenzpunkte min-
destens 2 Meter entfernt sind. Also
y > 200
Es gilt:
(i) y > 200
⇔ 1
y
<
1
200
⇔ a
2y
<
a
400
⇒ 0 < a
2y
<
a
400
(ii) y > 200
⇔ 1
y
<
1
200
⇔ − a
2y
> − a
400
⇒ 0 > − a
2y
> − a
400
Aus (i) und (ii) folgt:
− a
400
< ± a
2y
<
a
400
Da der Augenabstand a ≈ 6, 3 ist, gilt fu¨r den Term ± a2y :
− 6, 3
400
< ± a
2y
<
6, 3
400
⇔ −0, 01575 < ± a
2y
< 0, 01575
Insgesamt folgt aus 1 und 2:
Das Verha¨ltnis x±
a
2
y ≈ ± a2y ist sehr klein.
3. Graph des Arkustangens
Nun wollen wir uns den Graphen des Arkustangens noch einmal genauer ansehen.
Aufgabe
8.1
In der folgenden Grafik sehen Sie den Graphen des Arkustangens f (z) =
arctan(z) und den Graphen zur Geraden t(z) = z.
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Was ko¨nnen Sie u¨ber den Verlauf der beiden Funktionen in der Umgebung um
den Punkt (0, 0) sagen?
Fazit:
Fu¨r kleine z-Werte kann f (z) = arctan(z) mit der Geraden t(z) = z approximiert werden.
Fu¨r kleine z gilt:
arctan z ≈ z
4. Komponenten von p
Nun betrachten wir die beiden Komponenten der Abbildung p. In 1. und 2. haben wir bereits
festgestellt, dass x±
a
2
y ≈ ± a2y sehr klein ist.
Demnach ko¨nnen nach 3. mit z = x±
a
2
y die beiden Funktionskomponenten von p, die durch
arctan
(
x± a2
y
)
definiert sind, approximiert werden durch:
arctan
(
x± a2
y
)
≈ ± x±
a
2
y
Insgesamt folgt fu¨r die approximierte Abbildung p˜:
p˜ : S˜ → W˜
(x, y) 7→
(
x+ a2
y
,
x− a2
y
)
=: (ϕ˜l , ϕ˜r)
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Aufgabe
8.2
Bestimmen Sie eine Abbildung µ˜, die die Disparita¨tsabbildung µ = ϕl − ϕr approximiert.
8.2 Zusatz
Diese Inhalte ko¨nnen Sie bearbeiten, wenn Sie das vorherige Kapitel besonders schnell bearbei-
tet haben!
Fragen Sie Ihren Experten, ob Sie von der Zeit her den Zusatz bearbeiten sollten.
Zusatz
Die Abbildung µ soll nun durch Anwendung des Mittelwertsatzes approximiert werden.
Zusatzinformationen
Der Mittelwertsatz
Voraussetzung:
Es sei f : [u, v] → R eine Funktion, die auf den abgeschlossenen Intervall [u, v] definiert
und stetig ist. Weiter sei die Funktion f im offenen Intervall (u, v) differenzierbar.
Behauptung:
Es gibt mindestens ein ξ aus (u, v) mit:
f (v)− f (u)
v− u = f
′(ξ)
Nun sei f (x) = arctan(x), u := x−
a
2
y und v :=
x+ a2
y .
Der Arkustangens ist auf ganz R stetig und differenzierbar. Nach dem Mittelwertsatz gibt es
dann ein ξ aus (u, v), sodass gilt:
arctan(v)− arctan(u)
v− u = f
′(ξ)
⇔
arctan( x+
a
2
y )− arctan(
x− a2
y )
x+ a2
y −
x− a2
y
= f ′(ξ)
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Fu¨r die Ableitung des arctan(x) gilt:
(arctan(x))′ =
1
1+ x2
(1)
Somit folgt aus 1
arctan( x+
a
2
y )− arctan(
x− a2
y )
x+ a2
y −
x− a2
y
=
1
1+ ξ2
arctan(
x+ a2
y
)− arctan( x−
a
2
y
) =
(
x+ a2
y
− x−
a
2
y
)
1
1+ ξ2
⇔ arctan( x−
a
2
y
)− arctan( x+
a
2
y
)︸ ︷︷ ︸
=µ(x,y)
= −( x+
a
2
y
− x−
a
2
y
) · 1
1+ ξ2
⇔ µ(x, y) = − a
y
· 1
1+ ξ2
Da die Intervallgrenzen u und v sehr klein sind (vergleichen Sie Schritt 1 und 2 bei der Appro-
ximation), gilt auch ξ ≈ 0. Somit ist 11+ξ2 ≈ 1.
Insgesamt folgt
µ˜(x, y) = − a
y
8.3 Analyse der approximierten Disparita¨tsabbildung
Bei der approximierten Disparita¨tsabbildung µ˜(x, y) = − ay ist durch die Differenz der Winkel
ϕ˜r − ϕ˜l die Variable x eliminiert, sodass µ˜(x, y) lediglich vom Abstand des Referenzpunktes zum
Betrachter abha¨ngt und vom festen Augenabstand a.
Dadurch werden Disparita¨tsuntersuchungen mit der approximierten Abbildung µ˜ um einiges ein-
facher als mit der exakten Abbildung µ.
Schauen wir uns einige Sachverhalte an:
Zur Erinnerung:
Die approximierte Abbildung p˜ ist definiert durch:
p˜ : S˜ → W˜
(x, y) 7→
(
x+ a2
y
,
x− a2
y
)
=: (ϕ˜l , ϕ˜r)
Die approximierte Disparita¨tsabbildung µ˜ ist definiert durch:
µ˜ : S˜ → W˜
(x, y) 7→ − a
y
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Aufgabe
8.3
Was ko¨nnen Sie u¨ber das Vorzeichen der Disparita¨t sagen? Begru¨nden Sie ihre Antwort.
Benutzen Sie dazu die Abbildung µ˜.
Aufgabe
8.4
Wir haben bereits anhand der Geonext-Applets festgestellt, dass die Disparita¨t vom Betrag
her kleiner wird, je weiter der Referenzpunkt vom Betrachter entfernt ist. U¨berpru¨fen Sie
diesen Sachverhalt mathematisch.
Haben Sie Probleme, wie Sie an die Aufgabe herangehen sollen? Fragen Sie ihren Exper-
ten nach einem geeigneten Ansatz.
Aufgabe
8.5
Was passiert mit der Disparita¨t fu¨r Referenzpunkte in der Na¨he des Fixpunktes?
Beachten Sie: Der Fixpunkt liegt bei diesem Modell des beida¨ugigen Sehens im Unendli-
chen.
Haben Sie Probleme, wie Sie an die Aufgabe herangehen sollen? Fragen Sie ihren Exper-
ten nach einem geeigneten Ansatz.
Aufgabe
8.6
Erinnern wir uns zuru¨ck an den ersten Teil von Kapitel 7. Dort haben wir bewiesen, dass
Menschen mit gro¨ßerem Augenabstand bessere Voraussetzungen fu¨r die Tiefenwahrneh-
mung haben. Der Beweis war sehr mu¨hselig und lang.
Beweisen Sie nun diese Tatsache mit Hilfe der approximierten Abbildung µ˜.
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Aufgabe
8.7
Weiterhin haben wir in Kapitel 7 mit etwas Aufwand hergeleitet, wie weit ein Referenzpunkt
vom Betrachter entfernt sein muss, damit er diesen als gleich weit weg empfindet, wie den
Fixpunkt.
Berechnen Sie nun mit Hilfe der approximierten Abbildung µ˜ die Entfernung, ab der Refe-
renzpunkt und Fixpunkt gleich weit weg scheinen. Gehen Sie bei der Berechnung davon
aus, dass die Disparita¨tsgrenze, ab der die nicht Unterscheidbarkeit auftritt, bei µ0 liegt.
Nimmt die Disparita¨t vom Betrag her einen kleineren Wert an, ist eine Unterscheidbarkeit
nicht mehr mo¨glich.
Setzen Sie anschließend ihre individuelle Disparita¨tsgrenze, die Sie in Aufgabe 6 aus Kapi-
tel 5 (siehe S. 10 im Lo¨sungsheft) berechnet haben, ein und berechnen Sie die Entfernung,
ab der Sie keine Tiefenunterschiede zwischen Referenzpunkt und Fixpunkt wahrnehmen.
Vergleichen Sie den Wert mit dem exakten Wert aus Aufgabe 4, Kapitel 7 (siehe S.17 im
Lo¨sungsheft).
Aufgabe
8.8
Auch die Berechnung der Umkehrfunktion von p(x, y) war mit ho¨herem Aufwand verbunden
und wird durch die Approximation wesentlich einfacher.
Berechnen Sie die Umkehrfunktion der approximierten Abbildung p˜(x, y).
Anleitung:
1. Lo¨sen Sie ϕ˜l und ϕ˜r jeweils nach y auf.
2. Eliminieren Sie y, indem Sie die beiden Gleichungen fu¨r y gleichsetzen. Lo¨sen Sie
diese Gleichung nach x auf.
3. Setzen Sie x in eine der beiden Gleichungen fu¨r y ein.
4. Das Punktpaar (x, y) ist der Funktionswert der gesuchten Umkehrabbildung.
Anhand der Aufgaben kann man sehen, dass die Analyse der Abbildungsvorschriften p und µ
durch die Approximation wesentlich schneller und einfacher ist. Die Ergebnisse ko¨nnen auf die
exakten Abbildungen u¨bertragen werden.
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8.4 Zusatzkapitel
Wenn Sie noch Zeit haben, ko¨nnen Sie die nachfolgenden Inhalte noch bearbeiten.
Greifen wir noch einmal die Formel auf, die wir in Kapitel 5 fu¨r die Bestimmung der Disparita¨t
verwendet haben.
Hier hatten wir die Disparita¨t berechnet durch:
µ =
at
d2
wobei a den Augenabstand, d den Abstand des
Fixpunktes F (d.h. des Bildschirms bzw. des Mo-
nitors) zum Betrachter und t den Abstand des
Referenzpunktes P zum Fixpunkt angibt.
Doch wie kommt man an diese Formel?
Genau diese Frage wollen wir nun kla¨ren, indem wir die oben angefu¨hrte Formel mathematisch
herleiten.
Laut Definition der Disparita¨t gilt:
µ = ϕr − ϕl
Wie Sie der Abbildung oben entnehmen ko¨nnen, liegt der Fixpunkt nicht im Unendlichen. Dennoch
nehmen wir uns fu¨r die Bestimmung der Winkel ϕl und ϕr das Modell mit Fixpunkt im Unendlichen
zur Hilfe:
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Aufgabe
8.9
Bestimmen Sie die Hilfswinkel ϕlF , ϕrF , ϕlP und ϕrP .
Lo¨sungshinweise
• Die Scheitelwinkel α und β sind gleich groß.
• Benutzen Sie fu¨r die Winkelbestimmung eine der drei trigonometrischen Funktionen:
– sin α = GegenkatheteHypotenuse
– cos α = AnkatheteHypotenuse
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– tan α = GegenkatheteAnkathete
• Beachten Sie die Vorzeichen der Winkel:
Wird der Referenzpunkt auf der Netzhaut links vom Fixpunkt abgebildet, ist der Winkel
positiv, ansonsten ist er negativ.
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Aufgabe
8.10
Berechnen Sie die Disparita¨t des Punktes P. Vereinfachen Sie Ihr Ergebnis soweit wie
mo¨glich.
Lo¨sungshinweise
• Die Winkel ϕl und ϕr ergeben sich aus der Differenz der Hilfswinkel ϕrP − ϕrF und
ϕlP − ϕlF .
• Achten Sie beim Einsetzen besonders auf die Vorzeichen der Winkel. Der Winkel ϕl
ist per Definition kleiner 0, da der Referenzpunkt auf der Netzhaut des linken Auges
rechts vom Fixpunkt abgebildet wird. Der Winkel ϕr ist gro¨ßer 0, da der Referenzpunkt
auf der Netzhaut des rechten Auges links vom Fixpunkt abgebildet wird.
• Der Arkustangens ist punktsymmetrisch zum Ursprung, d.h.: arctan(x) =
− arctan(−x).
Aufgabe
8.11
Approximieren Sie die Disparita¨tsgleichung aus Aufgabe 10. Begru¨nden Sie, warum Ihre
Approximation angemessen ist.
Lo¨sungshinweis: Wir wissen bereits, dass arctan x ≈ x fu¨r ein hinreichend kleines x gilt.
Um die Formel zur Disparita¨tsberechnung aus Kapitel 5 herzuleiten, mu¨ssen wir nun noch zeigen,
dass gilt:
at
d(d+ t)
≈ at
d2
Wir wissen, dass die Tiefe |t| im Vergleich zum Abstand |d| der Versuchsperson zum Bildschirm
sehr klein ist. Bezu¨glich des Versuchs zum Tiefensehen liegt t im Zentimeterbereich und d im Me-
terbereich. Daraus ergibt sich, dass der Quotient td nahe 0 liegt, sodass folgende Abscha¨tzung gilt:
at
d(d+ t)
=
at
d
· 1
d+ t
=
at
d
· 1
d
(
1
1+ td
)
≈ at
d2
Insgesamt folgt also:
µ = ϕr − ϕl ≈ atd2
Somit haben wir bewiesen, dass die Disparita¨t, wie wir sie in Kapitel 5 berechnet haben, fast mit
der exakten Disparita¨t u¨bereinstimmt.
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A Musterlo¨sungen der Aufgaben
A.1 Kapitel 1
Lo¨sung
1.1
• Verkleinert man b, so verschiebt sich der Funktionsgraph nach links; vergro¨ßert man
b, so verschiebt sich der Graph nach rechts.
• Der Parameter b gibt die Wendestelle der Graphen an.
• Fu¨r eine gute Anna¨herung ist b ≈ 3, 4.
Lo¨sung
1.2
Durch Variation von a kann der Funktionsgraph gestreckt bzw. gestaucht werden. Je gro¨ßer
der Wert fu¨r a ist, desto gro¨ßer ist die Steigung im Wendepunkt.
Fu¨r eine gute Anna¨herung ist a ≈ 3, 2.
Lo¨sung
1.4
Maple liefert folgende Ergebnisse:
Anhand dieser Werte ko¨nnen wir sehen, dass der voreingestellte Wert fu¨r b = 3, 2
nicht optimal gewa¨hlt war, da sich die Werte bei der ersten und zweiten Minimierung um
0, 1 unterscheiden. Die zweite Minimierung ist besser, da die Fehlerqudratsumme kleiner ist.
Bemerkung:
Die Werte fu¨r a und b unterscheiden sich nur minimal. Spa¨ter werden wir feststellen, dass
bei der Untersuchung der Tiefenwahrnehmungsfa¨higkeit auch kleine A¨nderungen eine
große Auswirkung haben ko¨nnen.
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Lo¨sung
1.5
Zu Datensatz 1: a = 16, 8; b = 2; d = 0
Zu Datensatz 2: a = 16, 8; b = 4; d = 0
Zu Datensatz 3: a = 0, 977; b = 3, 53; d = 0, 0018
A.2 Kapitel 2
Lo¨sung
2.3
Die Funktion weist folgende Eigenschaften auf:
• f ist monoton steigend.
• f ist nach oben beschra¨nkt durch limx→∞ f (x) = 1.
• f ist nach unten beschra¨nkt durch limx→−∞ f (x) = 0, 5.
• f hat einen Wendepunkt in (b, 0, 75).
• f ist symmetrisch zum Wendepunkt
Lo¨sung
2.4
limx→∞ f (x) = 1
Ist die Intensita¨t, die den 3D-Effekt auslo¨st, groß genug, so erkennt die Versuchsperson
die Rechtecklage immer richtig. Die relative Ha¨ufigkeit fu¨r das richtige Erkennen der
Rechtecklage ist dann 1.
limx→−∞ f (x) = 0, 5.
Ist die Intensita¨t, die den 3D-Effekt auslo¨st, klein genug, so erkennt die Versuchsperson
die Rechtecklage nie und muss raten. Die Wahrscheinlichkeit richtig zu raten betra¨gt 50
Prozent. Somit ist die relative Ha¨ufigkeit, die Rechtecklage richtig zu erraten 0, 5.
Monotonie
Je gro¨ßer die Intensita¨t ist, die den 3D-Effekt auslo¨st, desto ho¨her ist auch die Wahrschein-
lichkeit, dass die Rechecklage richtig erkannt wird.
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A.3 Kapitel 3
Lo¨sung
3.1
A.4 Kapitel 4
Lo¨sung
4.3
Die beiden Punkte werden nur dann im linken und rechten Auge auf die gleiche Netzhaut-
stelle abgebildet, wenn sie identisch sind.
Das bedeutet, dass ein Referenzpunkt durch die Bilder auf der Netzhaut eindeutig bestimmt
ist. Jeder Punkt wird eindeutig einem Winkelpaar (ϕl , ϕr) zugeordnet.
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Lo¨sung
4.4
Sind die Winkel sehr klein, ist der Referenzpunkt sehr weit weg. Er verschwindet sogar aus
dem Bildschirm.
Ist keine (bzw. kaum) Disparita¨t vorhanden, verlaufen die Sehstrahlen des Referenzpunk-
tes parallel (bzw. fast parallel). Der Referenzpunkt liegt dann, wie auch der Fixpunkt, im
Unendlichen (bzw. sehr weit entfernt).
Lo¨sung
4.5
Die Winkelbetra¨ge sind umso kleiner, je na¨her die beiden Knotenpunkte aneinander liegen.
Die Disparita¨t ist vom Betrag her umso gro¨ßer, je weiter die Knotenpunkte auseinander
liegen.
A.5 Kapitel 5
Lo¨sung
5.1
Werden genu¨gend Punkte gefunden, kann man erkennen, dass alle Punkte mit einer Dis-
parita¨t µ = 0 auf einem Kreis liegen.
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Lo¨sung
5.3
Zuna¨chst berechnen wir, wieviele Zentimeter der Abstand beider Punkte zueinander ist. Wir
berechnen also, wieviel Zentimeter einem Pixel entsprechen bei einem 10 Meter (=1000 cm)
breiten Bildschirm, der eine Auflo¨sung von 4096 X 2160 Pixel hat:
1 cm =
4096
1000
= 4, 096 Pixel
⇒ 1 Pixel = 1
4, 096
= 0, 244 cm
Also ist die Verschiebung s = 0, 244 cm groß.
Nun berechnen wir zuna¨chst die Tiefe t, die aus Reihe 4 wahrgenommen wird, d.h. fu¨r
d = 1200 cm:
t =
sd
a− s =
0, 244 · 1200
6, 3− 0, 244 = 48, 349 cm
Die Bank scheint aus Reihe 4 etwa einen halben Meter in die Leinwandebene hineinzura-
gen.
Wie ist der Effekt von weiter hinten aus der 17 ten Reihe? Dazu berechnen wir nun die Tiefe
t, die aus 3100 cm wahrgenommen wird.
t =
sd
a− s =
0, 244 · 3100
6, 3− 0, 244 = 124, 901 cm
Die Bank scheint also aus der 17 ten Reihe etwa 1, 20 Meter in die Leinwand hineinzuragen.
Der 3D Effekt ist demnach von weiter hinten sta¨rker.
Karl und Hans sollten sich also fu¨r die Reihe 17 im 3D-Kino entscheiden.
Lo¨sung
5.4
Bei der Musterlo¨sung wird davon ausgegangen, dass der Monitor 34 cm breit ist und eine
Auflo¨sung von 1280 x 1024 Pixel hat. Zuna¨chst wird berechnet, wieviel Zentimeter einem
Pixel entsprechen.
1 cm =
1280
34
Pixel
⇒ 1 Pixel = 34
1280
cm
Fu¨r b = 2, 53 Pixel gilt nun:
b = 2, 53 Pixel = 2, 53 · 34
1280
≈ 0, 0672 cm
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Lo¨sung
5.5
Zuna¨chst wird der Rechenweg mit Beispielwerten dargestellt. Anschließend ko¨nnen Sie
Ihre Rechnung mit Hilfe eines Java-Applets u¨berpru¨fen. O¨ffnen Sie dazu das Java-Applet
”Aufgabe5.html“ im Ordner ”Aufgaben/Kapitel5“.
Neben dem Punktversatz in Zentimeter, der in Aufgabe 4 berechnet wurde, beno¨tigt man
den Pupillenabstand a und den Abstand d der Augen zum Monitor.
In der Musterlo¨sung wird davon ausgegangen, dass die Pupillen 6, 3 cm auseinander liegen
und der Versuch aus 2 Meter (=200 cm) Entfernung durchgefu¨hrt wurde.
Gegeben ist also:
• b = 0, 0672 cm
• a = 6, 3 cm
• d = 200 cm
Der Tiefenunterschied, der nun in 2 Metern Entfernung noch wahrgenommen wird, berech-
net sich durch:
t =
bd
a− b =
0, 0672 · 200
6, 3− 0, 0672 = 2, 16 cm
Lo¨sung
5.6
Benutzen Sie das Java-Applet ”Aufgabe6.html“ im Ordner ”Aufgaben/Kapitel5“ zurU¨berpru¨fung Ihrer Rechnung.
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Lo¨sung
5.7
Bei der Lo¨sung gehen wir von folgenden Daten aus:
Schu¨ler A und B saßen beim Versuch beide 2 Meter vom Monitor entfernt.
Schu¨ler A kann bei einer Entfernung von 2 Metern Tiefenunterschiede von t = 2, 16 Zenti-
meter erkennen. Schu¨ler B ist etwas besser. Er kann bei gleicher Entfernung Tiefenunter-
schiede von t = 0, 96 Zentimeter erkennen.
Zu beachten ist, dass die Disparita¨tsschwelle von Schu¨ler B kleiner ist. Es gilt: Je kleiner
vom Betrag her die Disparita¨tsschwelle ist, desto besser ist die Tiefenwahrnehmung.
A.6 Kapitel 6
Lo¨sung
6.1
Da wir die Gegenkatheten (al und ar) und die Ankathete (d) gegeben haben, ko¨nnen wir den
Tangens auf die Winkel anwenden:
tan ϕl =
al
d
tan ϕr =
ar
d
Lo¨sung
6.2
Durch Anwenden der Umkehrfunktion des Tangens erhalten wir fu¨r die Winkel:
ϕl = arctan
al
d
ϕr = arctan
ar
d
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Lo¨sung
6.3
Fu¨r die Koordinaten der Knotenpunkte gilt:
Kl =
(
− a
2
, 0
)
Kr =
( a
2
, 0
)
Lo¨sung
6.4
a) Die La¨nge d entspricht der y-Koordinate des Punktes: d = y.
b) (i)
71
(ii)
(iii)
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(iv)
Lo¨sung
6.5
Die Abbildungsvorschrift fu¨r µ(x, y) ist gegeben durch:
µ : S → W
(x, y) 7→ arctan x−
a
2
y
− arctan x+
a
2
y
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A.7 Kapitel 7
Lo¨sung
7.1)
Die Abbildung µ ist gegeben durch:
µ : S → W
(x, y) 7→ arctan x−
a
2
y
− arctan x+
a
2
y
Fu¨r Punkte auf der y-Achse ist die x-Koordinate 0. Durch Einsetzen von x = 0 erha¨lt man:
µ(0, y) = arctan
0− a2
y
− arctan 0+
a
2
y
= arctan
−a
2y
− arctan a
2y
Da der arctan symmetrisch zum Nullpunkt ist gilt:
arctan
−a
2y
− arctan a
2y
= − arctan a
2y
− arctan a
2y
= −2 arctan a
2y
Insgesamt ist die Abbildung µ fu¨r symmetrisch Referenzpunkte gegeben durch:
µ : S → W
(x, y) 7→ −2 arctan a
2y
Lo¨sung
7.2)
a. Durch Einsetzen der Abbildungsvorschrift erhalten wir:
|µ1| < |µ2|
⇔
∣∣∣∣−2 · arctan a12y
∣∣∣∣ < ∣∣∣∣−2 · arctan a22y
∣∣∣∣
⇔
∣∣∣∣2 · arctan a12y
∣∣∣∣ < ∣∣∣∣2 · arctan a22y
∣∣∣∣
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Wir dividieren durch 2 und erhalten:∣∣∣∣arctan a12y
∣∣∣∣ < ∣∣∣∣arctan a22y
∣∣∣∣
Da a > 0 und y > 0, ist auch arctan a2y > 0, sodass der Betrag weggelassen werden
kann.
Es gilt also:
arctan
a1
2y
< arctan
a2
2y
b. Da der Arkustangens monoton steigend ist, erhalten wir:
⇔ a1
2y
<
a2
2y
c. Wir multipilizieren mit 2y und erhalten:
⇔ a1 < a2
Lo¨sung
7.3)
a. Durch Einsetzen der Funktionsvorschrift fu¨r µ erhalten wir:∣∣∣∣−2 arctan a2y
∣∣∣∣ < µ0
b. Da a > 0 und y > 0, ist auch arctan a2y > 0. Durch Dividieren durch 2 und Auflo¨sen des
Betrags erha¨lt man:
arctan
a
2y
<
µ0
2
c. Da der Arkustangens monoton steigend ist, erhalten wir:
a
2y
< tan
(µ0
2
)
Wir multiplizieren mit y und dividieren durch tan
( µ0
2
)
. Als Ergebnis erhalten wir:
y >
a
2 · tan ( µ02 )
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Lo¨sung
7.4)
Sie ko¨nnen Ihre Rechnung mit Hilfe eines Java-Applets u¨berpru¨fen. O¨ffnen Sie dazu das
Java-Applet ”Aufgabe4.html“ im Ordner ”Aufgaben/Kapitel7“.
Lo¨sung
7.5)
a. Wenden wir auf beiden Seiten den Tangens an, erhalten wir fu¨r die Gleichungen:
tan ϕl = tan
(
arctan
(
x+ a2
y
))
︸ ︷︷ ︸
=
x+ a2
y
und tan ϕr = tan
(
arctan
(
x− a2
y
))
︸ ︷︷ ︸
=
x− a2
y
⇔ tan ϕl =
x+ a2
y
und tan ϕr =
x− a2
y
b. Wir lo¨sen beide Gleichungen nach y auf, indem wir mit y multiplizieren und durch tan ϕ
dividieren.
y =
x+ a2
tan ϕl
und y =
x− a2
tan ϕr
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Lo¨sung
7.6)
Falls Sie einen Rechenschritt nicht verstehen, fragen Sie einen Mitschu¨ler oder ihren Ex-
perten um Hilfe.
x+ a2
tan ϕl
=
x− a2
tan ϕr
| · tan ϕl · tan ϕr
⇔
(
x+
a
2
)
tan ϕr =
(
x− a
2
)
tan ϕl
⇔ x tan ϕr + a2 tan ϕr = x tan ϕl −
a
2
tan ϕl |+ a2 tan ϕl − x tan ϕr
⇔ a
2
tan ϕr +
a
2
tan ϕl = x tan ϕl − x tan ϕr
⇔ a
2
(tan ϕr + tan ϕl) = x (tan ϕl − tan ϕr) | : (tan ϕl − tan ϕr)
⇔ x = a (tan ϕl + tan ϕr)
2 (tan ϕl − tan ϕr)
Lo¨sung
7.7)
Falls Sie einen Rechenschritt nicht verstehen, fragen Sie einen Mitschu¨ler oder ihren Lehrer
um Hilfe.
Haben Sie x in y = x+
a
2
y eingesetzt:
y =
a(tan ϕl+tan ϕr)
2(tan ϕl−tan ϕr) +
a
2
tan ϕl
=
a(tan ϕl+tan ϕr)
2(tan ϕl−tan ϕr) +
a(tan ϕl−tan ϕr)
2(tan ϕl−tan ϕr)
tan ϕl
=
a(tan ϕl+tan ϕr+tan ϕl−tan ϕr)
2(tan ϕl−tan ϕr)
tan ϕl
=
2a tan ϕl
2 (tan ϕl − tan ϕr) ·
1
tan ϕl
=
a
(tan ϕl − tan ϕr)
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Haben Sie x in y = x−
a
2
y eingesetzt:
y =
a(tan ϕl+tan ϕr)
2(tan ϕl−tan ϕr) −
a
2
tan ϕr
=
a(tan ϕl+tan ϕr)
2(tan ϕl−tan ϕr) −
a(tan ϕl−tan ϕr)
2(tan ϕl−tan ϕr)
tan ϕr
=
a(tan ϕl+tan ϕr−tan ϕl+tan ϕr)
2(tan ϕl−tan ϕr)
tan ϕr
=
2a tan ϕr
2 (tan ϕl − tan ϕr) ·
1
tan ϕr
=
a
(tan ϕl − tan ϕr)
Lo¨sung
7.8)
Insgesamt ergibt sich fu¨r die Umkehrfunktion q:
q := p−1 : W → S
(ϕl , ϕr) 7→
 a (tan ϕl + tan ϕr)2 (tan ϕl − tan ϕr)︸ ︷︷ ︸
x=:q1(ϕl ,ϕr)
,
a
tan ϕl − tan ϕr︸ ︷︷ ︸
y=:q2(ϕl ,ϕr)
 ,
mit ϕl ≥ ϕr.
A.8 Kapitel 8
Lo¨sung
8.1)
Es fa¨llt auf, dass der Verlauf der beiden Funktionen in der Umgebung vom Punkt (0, 0) fast
identisch ist.
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Lo¨sung
8.2)
µ˜(x, y) = ϕ˜r − ϕ˜l =
x− a2
y
− x+
a
2
y
=
x− a2 − x− a2
y
= − a
y
Lo¨sung
8.3)
Die Disparita¨t ist immer kleiner 0.
Sowohl der Augenabstand a also auch der Abstand des Referenzpunktes zum Betrachter
ist immer gro¨ßer 0. Somit ist − ay immer kleiner 0.
Also:
µ˜(x, y) = − a
y
< 0
Lo¨sung
8.4)
Wir zeigen: Wenn |µ˜1| < |µ˜2| ist, dann ist y1 > y2
|µ˜1| < |µ˜2|
⇔ | − a
y1
| < | − a
y2
|
⇔ a
y1
<
a
y2
⇔ 1
y1
<
1
y2
⇔ y1 > y2
Sie ko¨nnen den Beweis auch umgekehrt durchfu¨hren, indem Sie davon ausgehen, dass
y1 > y2 ist:
y1 > y2
⇔ 1
y1
<
1
y2
⇔ a
y1
<
a
y2
⇔ |− a
y1
| < | − a
y2
|
⇔ |µ˜1| < |µ˜2|
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Lo¨sung
8.5)
Um Aussagen u¨ber die Disparita¨t von Punkten in der Na¨he des Fixpunktes, der in unserem
Modell im Unendlichen liegt, zu treffen, betrachten wir das Verhalten von µ˜ fu¨r y gegen ∞.
Es gilt:
lim
y→∞ µ˜(x, y) = limy→∞−
a
y
= 0
Punkte in der Na¨he des Fixpunktes weisen also keine Disparita¨t auf.
Lo¨sung
8.6)
Wie auch beim Beweis mit der exakten Disparita¨tsabbildung zeigen wir, dass die Disparita¨t
zu einem Punkt P(x, y) bei Menschen mit kleinerem Augenabstand vom Betrag her kleiner
ist als bei Menschen mit einem gro¨ßeren Augenabstand.
Zu zeigen ist also:
|µ˜1| < |µ˜2| ⇔ a1 < a2
Wir starten mit der linken Seite und setzen die Abbildungsvorschrift in die Gleichung fu¨r µ˜1
und µ˜2 ein. Wir erhalten:
| − a1
y
| < | − a2
y
|
Durch Auflo¨sung des Betrags und Multiplikation mit y erhalten wir sofort:
a1 < a2
Der Beweis ist also durch die Approximation um einiges einfacher und ku¨rzer geworden.
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Lo¨sung
8.7)
Analog zum Beweis mit der exakten Disparita¨tsabbildung fordern wir:
|µ˜| < µ0
Durch Einsetzen von µ˜ erhalten wir: ∣∣∣∣− ay
∣∣∣∣ < µ0
⇔ y > a
µ0
Die Rechnung ist durch die Approximation sehr einfach geworden.
Lo¨sung
8.8)
1. Zur Erinnerung: Die Umkehrfunktion p ist definiert durch:
p˜ : S˜ → W˜
(x, y) 7→
(
x+ a2
y
,
x− a2
y
)
=: (ϕ˜l , ϕ˜r)
Laut dieser Abbildungsvorschrift sind die Winkel ϕ˜l und ϕ˜r definiert durch:
ϕ˜l =
x+ a2
y
und ϕ˜r =
x− a2
y
⇔ y = x+
a
2
ϕ˜l
und y =
x− a2
ϕ˜r
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2. Durch Gleichsetzen der beiden Terme erha¨lt man:
x+ a2
ϕ˜l
=
x− a2
ϕ˜r
| · 2 · ϕ˜l
⇔ 2x+ a = ϕ˜l
ϕ˜r
· (2x− a)
⇔ 2x+ a = 2x · ϕ˜l
ϕ˜r
− a · ϕ˜l
ϕ˜r
| − 2x + a · ϕ˜l
ϕ˜r
⇔ 2x · ϕ˜l
ϕ˜r
− 2x = a · ϕ˜l
ϕ˜r
+ a
⇔ x(2 · ϕ˜l
ϕ˜r
− 2) = a · ϕ˜l
ϕ˜r
+ a | :
(
2
ϕ˜l
ϕ˜r
− 2
)
⇔ x =
a · ϕ˜lϕ˜r + a
2 · ϕ˜lϕ˜r − 2
=
a
(
ϕ˜l
ϕ˜r
+ 1
)
2
(
ϕ˜l
ϕ˜r
− 1
) = a
(
ϕ˜l+ϕ˜r
ϕ˜r
)
2
(
ϕ˜l−ϕ˜r
ϕ˜r
) = a (ϕ˜l + ϕ˜r)
2 (ϕ˜l − ϕ˜r)
3. Haben Sie x in y = x+
a
2
y eingesetzt:
y =
a(ϕ˜l+ϕ˜r)
2(ϕ˜l−ϕ˜r) +
a
2
ϕ˜l
=
a(ϕ˜l+ϕ˜r)+a(ϕ˜l−ϕ˜r)
2(ϕ˜l−ϕ˜r)
ϕ˜l
=
2aϕ˜l
2(ϕ˜l−ϕ˜r)
ϕ˜l
=
a
ϕ˜l − ϕ˜r
Haben Sie x in y = x−
a
2
y eingesetzt:
y =
a(ϕ˜l+ϕ˜r)
2(ϕ˜l−ϕ˜r) −
a
2
ϕ˜r
=
a(ϕ˜l+ϕ˜r)−a(ϕ˜l−ϕ˜r)
2(ϕ˜l−ϕ˜r)
ϕ˜r
=
2aϕ˜r
2(ϕ˜l−ϕ˜r)
ϕ˜r
=
a
ϕ˜l − ϕ˜r
4. Insgesamt folgt fu¨r die Umkehrfunktion p˜−1:
q˜ := p˜−1 : W˜ 7→ S˜
(ϕl , ϕr) 7→
(
a · (ϕl + ϕr)
2 · (ϕl − ϕr) ,
a
ϕl − ϕr
)
mit ϕl ≥ ϕr.
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Lo¨sung
8.9)
Es gilt:
tan ϕlF =
a
2
· 1
d
tan ϕrF = −
a
2
· 1
d
tan ϕlP =
a
2
· 1
d+ t
tan ϕrP = −
a
2
· 1
d+ t
Durch Anwendung der Umkehrfunktion Arkustangens folgt:
ϕlF = arctan
a
2d
ϕrF = arctan
(
− a
2d
)
ϕlP = arctan
a
2(d+ t)
ϕrP = arctan
(
− a
2(d+ t)
)
Lo¨sung
8.10)
Nach der Definition der Disparita¨t ergibt sich
µ = ϕr − ϕl
= (ϕrP − ϕrF )− (ϕlP − ϕlF )
= ϕrP − ϕrF − ϕlP + ϕlF
Nun setzen wir die Hilfswinkel aus Aufgabe 9 ein und erhalten:
µ = arctan
(
− a
2(d+ t)
)
− arctan
(
− a
2d
)
− arctan a
2(d+ t)
+ arctan
a
2d
Da der Arkustangens punktsymmetrisch zum Ursprung ist, gilt:
arctan
(
− a
2(d+ t)
)
= − arctan a
2(d+ t)
und
arctan
(
− a
2d
)
= − arctan a
2d
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Fu¨r die Disparita¨t folgt:
µ = − arctan a
2(d+ t)
+ arctan
a
2d
− arctan a
2(d+ t)
+ arctan
a
2d
= 2 arctan
a
2d
− 2 arctan a
2(d+ t)
Lo¨sung
8.11)
Da der Augenabstand a wesentlich kleiner ist als die Entfernung d bzw. d + t und somit
die Argumente a2d und
a
2(d+t) sehr klein sind, ko¨nnen wir folgende Approximation fu¨r die
Disparita¨tsgleichung vornehmen:
µ = 2 arctan
a
2d
− 2 arctan a
2(d+ t)
= 2 · a
2d
− 2 · a
2(d+ t)
=
a
d
− a
d+ t
= a · d+ t− d
d(d+ t)
=
at
d(d+ t)
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B Beobachtungen zu Experimenten
B.1 Kapitel 4
Beobachtung
4.1
Das Einfa¨deln des Fadens ist mit nur einem Auge sehr schwierig. Man trifft zuna¨chst
immer vor oder hinter das Nadelo¨hr.
Erkla¨rung:
Nur mit beiden Augen kann die Entfernung der Nadel und die Position der O¨hro¨ffnung
richtig eingescha¨tzt werden.
Beobachtung
4.2
Jedes Auge liefert ein anderes Bild der Ro¨hre:
Die Beziehung zwischen dem Rohr und dem Hintergrund ist also unterschiedlich.
Dass die Augen zwei verschiedene Bilder sehen, ist wichtig fu¨r die Tiefenwahrnehmung.
Im Kopf werden die beiden Bilder zu einem dreidimensionalen Bild zusammengesetzt.
Dadurch kann man abscha¨tzen, wo sich im Raum das Rohr befindet.
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Beobachtung
4.3
Unglaublich! In Ihrer linken Hand scheint ein Loch zu sein.
Erkla¨rung:
Die Augen nehmen zwei unterschiedliche Bilder war. Das linke Auge sieht die Hand,
wa¨hrend das rechte Auge im wahrsten Sinne des Wortes in die Ro¨hre schaut und durch
das Ende des Papierrohrs lediglich einen kleinen Ausschnitt der Umgebung erkennen
kann. Diese zwei Bilder setzt das Gehirn zu einem Bild zusammen. Dadurch entsteht der
Eindruck, dass sich in der Hand ein Loch befindet.
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10 Leitprogramm
282
Fazit
Modellierung von realen und authentischen Problemen im Mathematikunterricht ist
von zentraler Bedeutung. Jedoch ist in Schulbüchern oder in anderen Lehrbüchern
kaum geeignetes Material zu finden. Oft fehlt bei Aufgaben der konkrete Anwen-
dungsbezug. Stattdessen werden Aufgaben gewählt, deren Hintergrund nicht auf
realen Gegebenheiten beruht, sondern deren Beschreibung eher willkürlich an die
Schulmathematik angepasst ist. Auch gibt es wenige gelungene Beispiele zum Prozess
der Modellbildung.
Ziel der vorliegenden Arbeit war es, Unterrichtsmaterial mit konkretem Anwendungs-
bezug für biologisch oder mathematisch interessierte Schüler und Studenten zu entwi-
ckeln. Besonderer Wert bei der didaktischen Aufbereitung des Themas wurde darauf
gelegt, dass die Inhalte der jeweiligen Teile nach dem sogenannten Spiralprinzip auf-
gebaut sind. Das heißt, dass die zentralen Grundgedanken, die vermittelt werden
sollen, immer wieder aufgegriffen, vertieft und weitergeführt werden. Das Thema
Tiefenwahrnehmung ist sowohl hinsichtlich der Auswertung der Experimente aus Teil
I dieser Arbeit als auch hinsichtlich der Geometrie-Anwendung aus Teil II für eine
spiralförmige Vermittlung des Stoffs geeignet. Das Material ist demnach für Leser
konzipiert, die unterschiedliches mathematisches Vorwissen mitbringen.
Mit Hilfe der entwickelten Experimente zur Tiefenwahrnehmung aus Teil I können
Anwender ihre individuelle Tiefenwahrnehmungsfähigkeit bestimmen. Sie erhalten
so eine reale Größe, die ihre Fähigkeit zum 3D-Sehen misst. Für die Durchführung
der Experimente sind keine mathematischen Vorkenntnisse erforderlich. Der Proband
sollte lediglich in der Lage sein, gewisse Abstände, wie beispielsweise den Abstand
zwischen seinen Augen und dem Monitor zu messen. Die Experimente können somit
in der Sekundarstufe I durchgeführt werden. Das Hinzunehmen der Auswertung der
Versuchsdaten erfordert zunächst nur wenig mathematische Vorkenntnisse. Orientiert
sich der Leser an der „Schritt für Schritt-“ Anweisung aus Abschnitt 3.2, genügt das
Umrechnen von Meter in Zentimeter und der Vergleich, welche von zwei Zahlen
kleiner ist, um die Versuchsdaten auszuwerten. Die Durchführung des Experiments
auf dieser Stufe kann beispielsweise als Motivation für die Untersuchung scheinbarer
Tiefe dienen, die im zweiten Teil der Arbeit behandelt wird und für Leser mit mathe-
matischen Kenntnissen aus der Sekundarstufe I zugänglich ist. Leser, die mehr über
die Auswertung der Versuchsdaten wissen möchten und über das dazu notwendige
mathematische Vorwissen verfügen, haben die Möglichkeit, eine Stufe weiter zu gehen
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und sich mit logistischen Funktionen und dem visuellen Datenfit zu beschäftigen. Um
die Inhalte auf dieser Stufe zu verstehen sind Grundkenntnisse zur Wahrscheinlichkeits-
rechnung, Kurvendiskussion, unter anderem Ableitungsregeln, Monotoniekriterien,
Bestimmung von Extrema und Wendestellen sowie Grenzwertbetrachtung notwendig.
Weiter sind Kenntnisse über die Eigenschaften der Exponentialfunktion notwendig.
Leser auf dieser Stufe haben nun ein tieferes Verständnis für den visuellen Datenfit.
Unter anderem wird auch die Sinnhaftigkeit, Versuchsdaten mit Hilfe eines bestimmten
Funktionentyps zu approximieren, der auf einer gewissen Modellvorstellung beruht,
dem Leser auf dieser Stufe nahegebracht. Der visuelle Datenfit ist allerdings nicht für
jeden Leser in ausreichendem Maße zufriedenstellend. Auf einer höheren Stufe wird
dem Leser eine mathematische Anpassung einer Kurve an Versuchsdaten vermittelt.
Hierfür wird noch ein bisschen mehr Mathematik benötigt. Vorkenntnisse zur Feh-
lerquadratsumme und zu zweidimensionalen Funktionen sind dabei sehr hilfreich.
Weiter sind auf dieser Stufe die Minimierung von Funktionen und der Umgang mit
dem Computeralgebrasystem Maple notwendig.
Im zweiten Teil der Arbeit wird das binokulare Tiefensehen geometrisch modelliert und
mathematisch analysiert. Auch dieser Teil folgt einem spiralförmigen Aufbau mit meh-
reren Stufen, die unterschiedlich viel Vorwissen abverlangen. Nachdem der Prozess der
Modellbildung, welcher keine mathematischen Kenntnisse voraussetzt, abgeschlossen
ist, wird das binokulare Modell zunächst experimentell untersucht. Zum Vorwissen
für die experimentelle Analyse des Modells gehören das Bogen- und Gradmaß, sowie
der Begriff der Umkehrbarkeit. Zusätzlich ist die Kenntnis des Peripheriewinkelsatzes
hilfreich. Die Modellanalyse auf dieser ersten Stufe ist demnach für Leser mit nur
wenig mathematischen Vorkenntnissen aus der Sekundarstufe I zugänglich. Mit ein
bisschen mehr Mathematik können die Resultate der experimentellen Analyse auch
anhand von Abbildungsvorschriften analysiert werden. Auf dieser Stufe kommt der
Leser nicht ohne ausreichende mathematische Kompetenzen aus der Sekundarstufe
II aus. Insbesondere sind Ableitungsregeln, das Lösen von Gleichungen und Unglei-
chungen, Kenntnisse über den Tangens und Arcustangens, Winkelbeziehungen in
einem Dreieck und Umkehrfunktionen notwendig. Auf der dritten und obersten Stufe
des zweiten Teils erfährt der Leser, wie durch geeignete Approximationsmethoden
die Abbildungsgleichungen und Formeln vereinfacht werden können. Hierzu werden
zusätzliche mathematischen Kompetenzen aus der Sekundarstufe II vorausgesetzt. Der
Leser benötigt Grenzwertbetrachtungen, die Bestimmung einer Tangentengleichung
und eine gewisse Erfahrung mit Abschätzungen. Zusätzlich sind der Mittelwertsatz
der Differentialrechnung und absolute bzw. relative Fehlerbetrachtungen hilfreich.
Der dritte Teil gibt exemplarisch eine konkrete Umsetzung und zeigt so konkret am
Thema Tiefensehen, dass es durchaus möglich ist, Unterrichtsmaterial zur Modellie-
rung mit einem authentischen und realen Anwendungsbezug zu entwickeln und ein
interessantes Thema bezüglich Modellierung derart aufzubereiten, dass ein Zugang für
Schüler und Studenten mit unterschiedlichem Vorwissen möglich ist. Das präsentierte
Leitprogramm ist in seiner Gesamtheit zwar für Leser konzipiert, die über ausrei-
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chende mathematische Kenntnisse der Sekundarstufe II verfügen. Das in Teil I und II
vorgelegte Material kann aber auch an das Niveau z.B. von Schülern der Sekundarstufe
I angepasst werden.
Insgesamt liefert die Arbeit somit Hintergrundinformationen, Grundlagen und Mate-
rialien zum unterrichtlichen Einsatz für verschiedenste Zielgruppen.
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Anhang A
Erfahrungen und Umsetzung in Schülergruppen
Ausgewählte Inhalte dieser Arbeit wurden mit interessierten Oberstufenschülern ge-
testet. Die RWTH Aachen veranstaltete im September 2010 in Kooperation mit dem
Verein MINT-EC ein Mathe-Camp für Schüler aus Schulen des MINT-Netzwerkes. Im
Rahmen dieses Schülerworkshops wurden einige Materialien erstellt, praktisch erprobt
und reflektiert. Die Teilnahme der Schüler war freiwillig. Es handelte sich größtenteils
um mathematisch sehr interessierte und leistungsstarke Schüler. Insgesamt nahmen 28
Schüler, 15 Jungen und 13 Mädchen, an dem Workshop teil. Bis auf einen Schüler, der
eine deutsche Schule in Frankreich besuchte, kamen die Schüler aus Schulen in ganz
Deutschland. Der überwiegende Teil der Schüler besuchte die Jahrgangsstufe 11 und
12. Jeweils zwei Schüler befanden sich in der Jahrgangsstufe 10 und 13. Die Schüler
wurden in zwei Gruppen A und B mit jeweils 14 Schülern aufgeteilt. Beide Gruppen
sollten parallel zueinander jeweils zwei große Themenbereiche erarbeiten: das Thema
„Visuelle Wahrnehmung“ und das Thema „Formalismus in der Mathematik“. Für jede
Gruppen war am ersten Tag in beiden Themenbereichen eine Lehreinheit von jeweils
einer Stunde vorgesehen. Am zweiten Tag absolvierten beide Gruppen in jeweils nur
einem Themenbereich vier Lehreinheiten zu je 1, 5 Stunden. Am dritten Tag hatten die
Gruppen für den jeweils anderen Themenbereich drei Lehreinheiten zu je 1, 5 Stunden
zur Verfügung und am vierten Tag nochmal eine 1, 5-stündige Lehreinheit. Insgesamt
hatte demnach jede Gruppe 7 Zeitstunden pro Themenbereich zur Verfügung. Dass die
Schüler am dritten Tag nicht alle vier Lehreinheiten absolvierten ist auf eine Kollision
mit einem für die Schüler interessanten Vortrag zurückzuführen.
Die nachfolgenden Ausführungen beziehen sich nur auf den Themenbereich „Visuelle
Wahrnehmung“.
A.1 Ablauf
In der ersten Lehreinheit, die jeweils nur eine Stunde dauerte, wurde der Versuch zum
Tiefensehen, wie er in Kapitel 3 aus Teil I dieser Arbeit vorgestellt wurde, durchgeführt.
Nach einer kurzen Einführung und Anleitung zum Versuchsablauf führten die Schüler
den Versuch eigenständig am Computer durch ohne jegliche Informationen zu Random-
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Dot-Stereogrammen oder scheinbarer Tiefe zu erhalten. Lediglich die Information,
dass sie anhand des Versuchs ihre individuelle Tiefenwahrnehmungsfähigkeit messen
können und dass sie dazu noch einiges an Mathematik und Hintergrundwissen zum
Sehen benötigen, wurde ihnen vorab mitgeteilt.
Nachdem die Schüler einige Versuchsdurchläufe gemacht hatten und die Stunde sich
dem Ende neigte, wurden die Ergebnisse gespeichert.1 In Abwesenheit der Schüler,
wurden die Ergebnisse ausgedruckt und nach ihrer Aussagekraft analysiert. Geeignete
Datensätze wurden markiert.
In den darauffolgenden vier Lehreinheiten erarbeiteten die Schüler die Lehrinhalte
eigenständig mit Hilfe des Leitprogramms, welches in Teil III Kapitel 10 als Text-Version
abgebildet ist. Die Schüler erarbeiteten alle Inhalte am Rechner anhand der HTML-
Version des Leitprogramms.2 Für die Bearbeitung der Aufgaben wurde jedem Schüler
ein Lösungsheft ausgehändigt, in dem alle Aufgaben schriftlich bearbeitet werden
sollten.3 Die Musterlösungen konnten durch Mausklick auf einen Lösungsbutton im
Leitprogramm eingesehen werden. Vorab wurde geklärt, dass die Schüler nicht das
gesamte Leitprogramm bearbeiten mussten, sondern ihr individuelles Lerntempo
beibehalten sollten. Es wurde ihnen freigestellt, die Aufgaben in Partnerarbeit oder in
Einzelarbeit zu lösen.
A.2 Beobachtungen
Am ersten Tag haben beide Gruppen den Versuch mehrfach konzentriert durchgeführt.
Der Versuch schien allen Schülern Spaß zu machen mit Ausnahme eines Schülers
aus Gruppe B, bei dem als Kind bereits Stereoblindheit diagnostiziert wurde. Die
Evaluation, die im Anschluss an den Workshop in Form eines Evaluationsbogens
durchgeführt wurde, zeigt ebenfalls, dass die Schüler den Versuch interessant fanden,
da sie „etwas über sich selbst herausfinden“ konnten.
Während des Versuchs erwies es sich als sinnvoll, durch die Reihen zu gehen und die
Daten der Schüler zu „kontrollieren“. Einige Schüler versuchten, die maximale Intensi-
tät, mit der das Rechteck vor oder hinter dem Bildschirm erscheint, so einzustellen,
dass sie die Rechtecklage immer richtig erkannten. Nach einer Erklärung, dass gerade
die Schwelle, ab der die Rechtecklage richtig erkannt wird, für die Tiefenwahrneh-
mungsfähigkeit von Interesse ist, haben sie schnell eingesehen, dass es nicht das Ziel
ist, bei jedem Stereogramm die Rechtecklage richtig zu erkennen. Aber auch andere
Schüler, die bereits verstanden hatten, dass eine Schwelle gesucht wird, benötigten
Hilfe bei der Einstellung der maximalen Intensität, da anfangs viele Datensätze derart
waren, dass die Rechtecklage immer zu mehr als 90 Prozent richtig erkannt wurde
1Die Versuchsdaten der Schüler liegen auf der CD im Ordner „Schuelerworkshop/Versuchsdaten“.
Die Namen der Schüler wurden durch Schüler 1, · · · , 27 ersetzt.
2Siehe Anhang A.4.
3Siehe Anhang A.5.
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oder dass die Rechtecklage bei jeder Intensitätsstufe zu nur etwa 50 Prozent richtig
erkannt wurde.
Bei der anschließenden Auswertung der Datensätze zeigte sich, dass bis auf vier
Ausnahmen, jeder Schüler mindestens einen meist aber sogar zwei oder drei brauchbare
Datensätze erhalten hatte. Zu den vier Ausnahmen zählt zum einen der Schüler, der
aufgrund seiner Stereoblindheit über keine binokulare Tiefenwahrnehmung verfügt.
Zum anderen waren zwei Schüler dabei, bei denen alle Trefferwahrscheinlichkeiten bei
jedem Datensatz immer über 75 Prozent lagen. Diese Schüler haben nach einer erneuten
Versuchsdurchführung mit einer sehr geringen maximalen Intensität letztendlich auch
einen brauchbaren Datensatz erhalten. Die vierte Ausnahme war ein Schüler, dessen
Trefferwahrscheinlichkeiten trotz sehr hoher maximaler Intensität stets zwischen 45 und
60 Prozent lagen. Es kann vermutet werden, dass dieser Schüler ebenfalls stereoblind
ist, dies jedoch nicht ärztlich diagnostiziert worden ist. Schlussendlich hatten zwei
Schüler keinen brauchbaren Datensatz und bekamen jeweils einen Beispieldatensatz,
mit dem sie weiter arbeiten sollten.
In den vier 1, 5-stündigen Lehreinheiten arbeiteten die meisten Schüler sehr konzen-
triert, mit viel Neugier und Engagement mit dem Leitprogramm. Allerdings zeigten
sich hier Unterschiede in den Gruppen. Während die meisten aus Gruppe A selbst in
den Pausen weiter arbeiteten, nutzte der überwiegende Teil der Gruppe B die Pausen,
um im Internet zu „surfen“. Weiter sank die Konzentration und Aufnahmefähigkeit
der meisten Schüler aus Gruppe B während der dritten Lehreinheit, die am späten
Nachmittag stattfand, so stark, dass die Schüler statt des Leitprogramms, die letzten
30 Minuten den Stereoversuch durchführten, bei dem die Rechteckposition bestimmt
werden muss, wie in Kapitel 4 beschrieben. Die Schüler aus Gruppe A hingegen
haben zwar durchweg konzentriert vor dem Rechner gesessen, haben aber teilweise
in der Evaluation angegeben, dass das lange Arbeiten am Rechner sehr anstrengend
war. Hinzu kam, dass sich der Computerraum vor allem am Nachmittag durch das
permanente Laufen der Rechner stark erhitzt hatte, was sich zusätzlich negativ auf die
Konzentration und Aufnahmefähigkeit auswirkte.
Das Engagement der Schüler zeigte sich nicht nur in der konzentrierten Arbeitsweise
mit dem Leitprogramm am Rechner, sondern auch in der schriftlichen Bearbeitung
der Aufgaben. Trotz der Möglichkeit, die Musterlösung anzuklicken und einzusehen,
wurden die Aufgaben meist in Partnerarbeit diskutiert und mögliche Lösungsansät-
ze aufgeschrieben. Die meisten Schüler wollten jedoch in ihrem Lösungsheft keine
fehlerhaften Lösungen notieren, sodass sie ihre eigene Lösung zunächst auf einem
separaten Schmierpapier notierten und erst nach dem Vergleich mit der Musterlö-
sung entweder ihre richtige Lösung in das Heft übertrugen oder die Musterlösung
abschrieben, sofern ihr Ansatz falsch war. Dies war vor allem dann der Fall, wenn die
Aufgaben schwieriger und vor allem auch sehr rechenlastig waren, wie beispielsweise
Umformungen von Ungleichungen. Solche Aufgaben kamen überwiegend im siebten
und achten Kapitel vor. Bei Aufgaben hingegen, bei denen die Schüler Beobachtungen
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aufschreiben sollten oder bei denen ohne zu rechnen etwas mit Worten begründet
werden sollte, vertrauten sie ihren Antworten und notierten sie direkt ins Lösungsheft.
Es folgen einige Auffälligkeiten bei den Schülerlösungen:
• Anhand der Aufgaben aus dem ersten Kapitel, bei denen die Schüler Eigenschaf-
ten von Funktionen selbst entdecken und mit eigenen Worten beschreiben sollten,
kann man erkennen, dass viele von ihnen Probleme hatten, das dafür gängige
Fachvokabular, das aus der Schule bekannt sein sollte, zu benutzen und die
Fachsprache aus der Schule auf die Aufgaben zu übertragen. Stattdessen wurden
Begriffe wie Wendepunkt, Steigung, Streckung oder Stauchung oftmals umschrie-
ben. Beispielsweise wurde der Wendepunkt von einem Schüler umschrieben als
„Die Steigung nimmt bis x = b zu, danach wird sie wieder kleiner“. Die Begriffe
Streckung und Stauchung fielen nur bei sehr wenigen Lösungen und wurden oft
umschrieben als „Ausprägung der Kurve nimmt zu/ ab“ oder „Der Graph ist
stärker/ schwächer gekrümmt“.
• Bei den Maple-Aufgaben unterschieden sich die Lösungen der Schüler minimal
von den Musterlösungen, was darauf zurückzuführen ist, dass die Musterlösun-
gen mit einer früheren Maple-Version erstellt worden ist. Dies bereitete einigen
Schülern Schwierigkeiten. Die Tatsache, dass sich bei numerischen Berechnungen
Rundungsfehler „einschleichen“ können, sollte thematisiert werden.
Weiter fiel auf, dass die Schüler erstaunlich gut mit dem Programm zurecht
kamen, selbst diejenigen, die Maple vorher nicht kannten. Die Schüler sollten
zunächst einen gegebenen Datensatz (später dann ihren eigenen Datensatz aus
dem Stereoversuch) fitten, indem sie den Parameterwert für den Wendepunkt b
aus dem Applet abgelesen haben und nur noch die Fehlerquadratsumme d∗(a)
in Abhängigkeit von a mit Maple minimieren mussten. Anschließend sollten
sie die Fehlerquadratsumme d(a, b) in Abhängigkeit von beiden Parametern
minimieren und mit einer kurzen Begründung entscheiden, welche Werte die
bessere Datenanpassung liefern. Mit der Begründung, dass die Werte für a
und b bei der zweiten Minimierung die bessere Datenanpassung liefern, da die
Fehlerquadratsumme kleiner ist, hatten ein paar Schüler Probleme, was man
daran erkennen kann, dass einige diesen Aufgabenteil weggelassen hatten.
• Bei der vierten Aufgabe aus Kapitel 2 des Leitprogramms sollten die Schüler
Monotonie und Grenzwertverhalten einer Fit-Funktion, die für den Fit der Daten
aus dem Stereoversuch geeignet ist, interpretieren. Die meisten Schüler erkannten
richtig, dass die Funktion deshalb für x gegen ∞ gegen 1 laufen muss, weil bei
einer genügend großen Intensität die Rechtecklage immer richtig erkannt wird.
Die Interpretation, dass die Funktion aufgrund der Ratewahrscheinlichkeit für x
gegen −∞ gegen 0, 5 laufen muss, schien einigen Schülern Probleme zu bereiten.
Dieser Teil wurde von einigen Schülern ausgelassen bzw. nicht vollständig zu
Ende formuliert. Bei der Interpretation der Monotonie hatten die Schüler weniger
Probleme. Die meisten begründeten richtig, dass mit wachsender Intensität auch
die Trefferwahrscheinlichkeit steigen muss. Allerdings hatten einige Schüler bei
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diesem Teil Probleme, sich fachlich richtig auszudrücken. Beispielsweise wurden
folgende Aussagen formuliert:
– „Je größer der x-Wert, desto leichter ist die Intensität.“ oder
– „Bei steigender Intensität sollte das Sehvermögen steigen.“
• In Aufgabe 2.1 sollten die Schüler zunächst ihre individuellen Daten in ein
Koordinatensystem einzeichnen und die x-Achse ihren Daten entsprechend
beschriften. Dann sollten sie mit Hilfe eines Geonext-Applets die logistische
Funktion bezüglich ihrer individuellen Daten minimieren und den resultierenden
Graph in ihre Zeichnung übertragen. Anschließend sollten sie den Wendepunkt b
ablesen. Dieser konnte nicht direkt im Applet abgelesen werden, da die Skalierung
der x-Achse im Applet mit 1 bis 5 fest vorgegeben war. Zwei Schüler hatten die
Idee, den Parameter b nicht in ihrer selbst erstellten Skizze abzulesen, sondern
im Geonext-Applet, welches einen exakteren Wert für b liefert. Mit Hilfe des
Dreisatzes haben sie dann den Wert von b für ihre Daten umgerechnet, wie die
folgende Lösung zeigt:
In der Zeichnung lässt sich der Wendepunkt nur sehr ungenau ablesen. Das
Applet liefert für den Wendepunkt bei einer Skalierung von 1 bis 5 den Wert 2, 27.
Da beim Applet die Summe der Fehlerquadrate mit aufgelistet wird, ist der von
den Schülern mittels Dreisatz berechnete Wendepunkt b = 2,275 · 0, 6 ein sehr guter
Startwert. Als Startwert für die Maple-Minimierung der Fehlerquadratsumme
nach beiden Variablen, wäre jedoch auch der abgelesene Wendepunkt aus der
eigenen Zeichnung ausreichend gewesen.
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• Wie bereits erwähnt, waren die Lösungen der Schüler ab dem siebten Kapitel den
Musterlösungen sehr ähnlich. Trotzdem konnte man anhand der Lösungshefte
der Schüler einige Fehlerquellen ausfindig machen:
– Fehler beim Rechnen mit der Betragsfunktion:
|µ| < µ0
⇔
∣∣∣∣−2 tan−1 a2y
∣∣∣∣ < µ0 | : (−2)
⇔
∣∣∣∣tan−1 a2y
∣∣∣∣ > µ0−2
– Umformungsfehler
x
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− x
ϕr
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−
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2
ϕl
⇔ x (ϕr − ϕl) = − a2 (ϕl + ϕr)
– Falsches Zusammenfassen des Arcustangens
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y
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2
y
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Vermutlich hat der Schüler die Gesetze für den Logarithmus auf den Arcus-
tangens übertragen.
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Die Methode, die Inhalte in Form eines Leitprogramms zu vermitteln, hat sich dahin-
gehend bewährt, dass die Schüler zum einen aus unterschiedlichen Jahrgangsstufen
kamen und zum anderen aus verschiedenen Bundesländern, in denen unterschiedliche
Standards für den Mathematikunterricht gelten. So konnten die Schüler ihr Lerntempo
selbst bestimmen. Ziel war es, dass jeder die ersten beiden Teile des Leitprogramms
komplett bearbeitete und somit die individuelle Tiefenwahrnehmungsfähigkeit be-
rechnet werden konnte. Dieses Ziel erreichten alle Schüler mit Ausnahme der beiden
Zehntklässler, die bis zur sechsten Aufgabe des fünften Kapitels kamen und somit fast
den zweiten Teil abgeschlossen hatten. Das sechste Kapitel bearbeiteten 17 Schüler
komplett, das siebte dann nur noch acht Schüler.4 Nur ein Schüler schaffte von der
Zeit her die gesamten Inhalte. Seinem Lösungsheft kann man entnehmen, dass er die
4Da die Schülerlösungen ab dem siebten Kapitel den Musterlösungen sehr ähnlich waren, ist zu
vermuten, dass diese Aufgaben nicht alle eigenständig gelöst wurden.
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Aufgaben eigenständig bearbeitet hat. In Gesprächen stellte sich heraus, dass dieser
Schüler bereits an 32 Workshops teilgenommen hatte und regelmäßig an Mathe- und
Physikwettbewerben teilnimmt. Einige weitere Schüler haben im achten Kapitel die
Aufgaben nicht mehr bearbeitet, sondern nur noch die Musterlösungen nachvollzogen,
um dieses Kapitel noch abschließen zu können.
A.3 Evaluationsergebnisse
Nach dem Workshop evaluierten die Schüler diesen anhand eines Evaluationsbogens.
Den Angaben der Schüler zufolge, fanden alle bis auf zwei Schüler den Versuch zur
Tiefenwahrnehmung interessant und verstanden auch, worum es bei dem Versuch ging
und was die Versuchsergebnisse aussagten. Die Anpassung der logistischen Funktion
an die Versuchsdaten mit Hilfe von Geonext-Applets gefiel fast allen Schülern und
hat ihrer Meinung nach zum Verständnis beigetragen. Das Arbeiten mit dem Maple-
Programm gefiel sechs Schülern nicht so gut. Schon während des Workshops äußerte
ein Schüler, dass das „sture Durchklicken durch die Worksheets“ langweilig sei und
er lieber selbst in Maple programmieren wolle. Weiter gaben die Schüler an, dass sie
gerne mit dem Leitprogramm gearbeitet haben, die Erklärungen und Anweisungen im
Leitprogramm gut verständlich waren, das Arbeiten mit den Geonext-Applets Spaß
gemacht hat und zum Verständnis beigetragen hat. Fast allen hat die Berechnung ihrer
individuellen Tiefenwahrnehmungsfähigkeit gefallen. Weiterhin haben laut Evalua-
tionsbogen alle bis auf ein Schüler die Modellierung des beidäugigen Sehens und
die Entstehung von Tiefenwahrnehmung verstanden. Fünf Schüler gaben an, dass sie
die Bestimmung der Abbildungsvorschrift nicht verstanden haben. Bei dieser Angabe
muss berücksichtigt werden, dass nicht alle diesen Teil des Leitprogramms bearbeitet
haben, jedoch alle die Frage beantwortet haben. Vermutlich haben diejenigen Schüler,
die den Teil nicht bearbeitet haben, ebenfalls angegeben, dass sie die Inhalte nicht
verstanden haben. Insgesamt wurden die Inhalte der Lehreinheiten bezüglich des
Schwierigkeitsgrades weitestgehend als angemessen eingeschätzt.
Nach dem Ankreuzteil konnten die Schüler angeben, was ihnen besonders gut bzw.
nicht so gut gefallen hat. Es folgt eine Auflistung der mehrfach erwähnten Angaben:
Was hat Ihnen besonders gut an der Lehreinheit gefallen?
• Spannendes und interessantes Thema.
• Anwendungsbezug; aktuelle Anwendung aus dem Alltag.
• Lerntempo konnte selbst bestimmt werden.
• Der Stereoversuch und die Experimente zwischendurch haben Spaß gemacht und
die Lehreinheit aufgelockert.
• Applets haben zum Verständnis beigetragen und die Lehreinheit sehr viel an-
schaulicher gemacht (spielerisches Erkennen).
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• Gute Anleitung, ausführliche Erklärungen und Erarbeitung in Einzelschritten.
• Selbstständiges Arbeiten und Arbeiten mit dem Partner.
• Einsicht in die Lösungen zum Vergleich.
• Gut aufgebaute, strukturierte Internetseite.
• Man findet etwas über sich selbst heraus.
• Ausgehändigtes Material (Leitprogramm und Stereoversuch auf CD, Stereobril-
len).
Was hat Ihnen nicht so gut an der Lerneinheit gefallen?
• Langes Arbeiten am Rechner war sehr anstrengend.
• Zu viele Informationen in zu kurzer Zeit.
• Am Ende zu viele schwierige Sachen.
Fazit:
Insgesamt haben die Schüler die Lehreinheit sehr positiv bewertet. Trotzdem sollte die
Kritik nicht vernachlässigt werden. Für zukünftige Workshops sollten vor allem zwei
Dinge beachtet werden: Erstens sollten die Pausen effektiver als Auszeiten genutzt
werden. Man sollte den Schülern nicht freistellen, in den Pausen auch am Rechner sitzen
bleiben zu dürfen. Die Pausen sollten dazu genutzt werden, um sich zu bewegen und
ein wenig frische Luft zu schnappen. Durch das Durcharbeiten und “Internet-Surfen“
während der Pausen waren diese für die Schüler wenig erholsam, was vermutlich auch
dazu beigetragen hat, dass das Arbeiten am Rechner als sehr anstrengend empfunden
wurde. Zweitens sollten vor allem im schwierigen dritten Teil des Leitprogramms
einige Diskussionsrunden in Kleingruppen eingeschoben werden, in denen über die
gelernten Inhalte diskutiert werden kann und eventuelle Schwierigkeiten thematisiert
werden können. Die Gruppenaufteilung sollte dabei vom Tutor organisiert sein, damit
sich Schüler zusammenfinden, die in etwa gleich weit im Leitprogramm sind, sodass
der Vorteil des selbstbestimmten Lerntempos nicht verloren geht.
A.4 Leitprogramm
Das Leitprogramm liegt in zwei Versionen vor: als HTML- und als Text-Version, welche
bereits in Kapitel 10 vorgestellt wurde.
Das Leitprogramm als HTML-Version liegt auf der mitgelieferten CD im Ordner
„Schuelerworkshop/Leitprogramm_Html_Version“ unter dem Dateinamen „index.
html“ und kann mit einem Browser geöffnet werden. Je nach Browsereinstellung und
Version kann es bei der Darstellung der Applets zu Problemen kommen. Es gilt zu
überprüfen, ob sowohl Java als auch Javascript aktiviert sind und mindestens Java 1.6
installiert ist.
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Die Text-Version des Leitprogramms liegt zusätzlich auf der mitgelieferten CD im Ord-
ner „Schuelerworkshop/Leitprogramm_Text_Version“ unter dem Dateinamen „Leitpro-
gramm_Tiefensehen.pdf“. Die interaktiven Aufgaben aus dem Leitprogramm befinden
sich auf der mitgelieferten CD im Ordner „Schuelerworkshop/Leitprogramm_Text_Ver-
sion/Computeraufgaben“.
A.5 Zusatzmaterial
Für die Bearbeitung der Aufgaben aus dem Leitprogramm wurde ein Lösungsheft
erstellt, in dem alle Aufgaben schriftlich bearbeitet werden sollten. Das Lösungsheft
liegt im Ordner „Schuelerworkshop/Zusatzmaterial“ als pdf-Datei.
Zusätzlich zum Lösungsheft wurde ein Informationsheft ausgehändigt, welches al-
le wichtigen Formeln, Definitionen und Feststellungen beinhaltet, mit dem Hinter-
grund, dass man wichtige Inhalte schnell nachlesen kann, ohne das gesamte Leit-
programm zu durchsuchen. Das Informationsheft liegt im Ordner „Schuelerwork-
shop/Zusatzmaterial“ als pdf-Datei.
Weiterhin wurde eine Versuchsbeschreibung in Form einer Arbeitsanleitung erstellt,
die die wesentlichen Schritte zum Stereoversuch kurz und bündig zusammenfasst. Das
Versuchsbeschreibung liegt im Ordner „Schuelerworkshop/Zusatzmaterial“ als pdf-
Datei.
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Anhang B
Programme, Applets und Worksheets
B.1 Computerprogramme für die Stereoexperimente
Neben den Computerprogrammen zur Bestimmung der Tiefenwahrnehmungsfähigkeit
aus Teil I Kapitel 3 und 4 gibt es noch weitere Varianten des Programms, welche im Fol-
genden aufgelistet werden. An oberster Stelle ist vermerkt, wie das jeweilige Programm
heißt (Dateiname). Alle Varianten sind sowohl für das 2-AFC als auch für das 8-AFC-
Experiment vorhanden. Die Dateiangabe bezieht sich immer auf das 2-AFC-Experiment
aus Kapitel 3. Diese Programme befinden sich auf der mitgelieferten CD im Ordner
„Computerprogramme_zum_Stereoversuch/2AFC“. Die analogen Computerprogram-
me für das 8-AFC-Experiment werden mit dem Zusatz 8AFC gekennzeichnet und
liegen auf der CD im Ordner „Computerprogramme_zum_Stereoversuch/8AFC“.
Computerprogramme als Applet
Dateiname: Stereoversuch.html
Die Bedienung der Computerprogramme in Form eines Applet wurden bereits ausführ-
lich in Abschnitt 3.1 beschrieben. Da es sich hierbei um Applets handelt, können die
Programme in jedem beliebigen Internetbrowser gestartet und ausgeführt werden.
Computerprogramme für kleine Bildschirme
Dateiname: Stereoversuch_KleineBildschirme.html
Die vorgestellten Computerprogramme passen bei sehr kleinen Monitoren nicht kom-
plett auf den Bildschirm, sodass bestimmte Elemente nur noch teilweise angezeigt
werden oder gar nicht mehr sichtbar sind. Für solche Fälle wurde die Oberfläche
des Programms ein wenig abgeändert. Die Einstellungen für das jeweilige Stereoex-
periment und die anschließende graphische Auswertung der Ergebnisse werden in
verschiedenen Fenstern dargestellt. Mit der Tabulator-Taste kann zwischen den beiden
Fenstern gewechselt werden.
Auch bei dieser Variante handelt es sich um ein Applet, welches in jedem beliebigen
Internetbrowser ausgeführt werden kann.
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Computerprogramme mit Ergebnisspeicherungsoption
Dateiname: Stereoversuch_MitErgebnisspeicherung.jar
Um die Programme mit Ergebnisspeicherungsoption zu starten, muss die JAR-Datei
zunächst lokal auf dem Rechner gespeichert werden und kann anschließend ausgeführt
werden (Rechte Maustaste → öffnen mit → JAR-Datei ausführen o.ä.). Nach einem oder
mehreren Versuchsdurchläufen können die Ergebnisse in einer Datei durch Betätigen
des Buttons „Ergebnisse speichern“ gespeichert werden. Es öffnet sich ein Fenster,
in dem der Anwender angeben kann, in welcher Form und in welchem Umfang die
Ergebnisse gespeichert werden sollen.
B.2 Übersicht der Geonext-Applets
Die Geonext-Applets wurden mit dem dynamischen Geometriesystem Geonext zum
Teil unter Linux mit der Version 1.71 und zum Teil unter Windows XP mit der Version
1.73 erstellt.
Um mit den Applets zu arbeiten, kann die Software für das Geometriesystem Geo-
next kostenlos auf der Seite http://geonext.uni-bayreuth.de/ (Stand: 28.07.2010)
runtergeladen werden. Wird die Datei zu dem jeweiligen Applet mit einer neueren
Version von Geonext geöffnet als sie erstellt wurde, so erscheint im Applet ein Text,
dass die Konstruktion mit einer früheren Version erstellt wurde. Diesen Text kann man
verstecken, indem man unter Objekte/Spezielle Eigenschaften/Verstecken geht und
dann mit der linken Maustaste auf den Text klickt.
Allen Applets gemein ist, dass bestimmte Punkte bewegt werden können. Dazu muss
das Programm im Modus „Bewegen“ sein. Diese Einstellung erzielt man, indem der
Button mit dem Pfeil, wie in Abbildung B.1 dargestellt ist, angeklickt wird.
Abbildung B.1: Einstellen des Bewegungsmodus.
Ansonsten sind für das Arbeiten mit den Applets keinerlei Kenntnisse über Geonext
an sich notwendig.
Es folgt eine Liste der erstellten Geonext-Applets mit Dateinamen des jeweiligen
Applets, dem Ordnernamen, in dem die Datei auf der mitgelieferten CD liegt und ein
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Verweis, an welcher Stelle in der Arbeit das Applet einzuordnen ist. Eine detaillierte
Erklärung kann in der separaten Textdatei „Geonext.pdf“, die sich auf der CD im
Ordner „Geonext“ befindet, nachgelesen werden.
Scheinbare Tiefe
Dateiname: ScheinbareTiefeT1.gxt
Ordner: Geonext/Experimente_zum_Tiefensehen
Einordnung: Abschnitt 1.2
Spiel zu logistischen Funktionen
Das Spiel zu logistischen Funktionen dient zum Verständnis, was es heißt, die Summe
der Fehlerquadrate zu minimieren. Es gibt mehrere Applets, die sich in der unteren
Grenze für die Fehlerquadratsumme unterscheiden. Dieser Wert kann dem Dateinamen
entnommen werden. Beispielsweise bedeutet „dateiname_0005.gxt“, dass bei diesem
Applet die Fehlergrenze auf 0, 005 gesetzt ist.
Dateiname: Spiel_xxxx.gxt
Ordner: Geonext/Spiel_Fehlerquadratsumme
Einordnung: Abschnitt 3.3.1
Darstellung des Modells mit Fixpunkt im Unendlichen
Dateiname: ModellFPunendlich.gxt
Ordner: Geonext/Modellanalyse
Einordnung: Abschnitt 7.2
Darstellung des Modells mit Fixpunkt im Unendlichen und weit entfernten Refe-
renzpunkten
Dateiname: ModellFPunendlich_entfernterRefPkt.gxt
Ordner: Geonext/Modellanalyse
Einordnung: Abschnitt 7.2
Analyse möglicher Referenzpunkte bzgl. des Modells mit Fixpunkt im Unendli-
chen
Dateiname: ModellFPunendlich_RefPktLage.gxt
Ordner: Geonext/Modellanalyse
Einordnung: Abschnitt 7.2
Vergleich der Netzhautbilder zweier Punkte beim Modell mit unendlich fernem
Fixpunkt
Dateiname: ModellFPunendlich_2RefPkt.gxt
Ordner: Geonext/Modellanalyse
Einordnung: Abschnitt 7.2
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Umkehrung des beidäugigen Sehvorgangs mit Fixpunkt im Unendlichen
Dateiname: ModellFPunendlich_umkehrung.gxt
Ordner: Geonext/Modellanalyse
Einordnung: Abschnitt 7.2
Analyse der Disparität in Abhängigkeit vom Augenabstand beim Modell mit Fix-
punkt im Unendlichen
Dateiname: ModellFPunendlich_augenabstand.gxt
Ordner: Geonext/Modellanalyse
Einordnung: Abschnitt 7.2
Analyse vertikaler und horizontaler Punktverschiebungen beim Modell mit unend-
lich fernem Fixpunkt
Dateiname: ModellFPunendlich_verschiebung.gxt
Ordner: Geonext/Modellanalyse
Einordnung: Abschnitt 7.2
Darstellung des Modells mit Fixpunkt im Nahbereich
Dateiname: ModellFPendlich.gxt
Ordner: Geonext/Modellanalyse
Einordnung: Abschnitt 7.2
Analyse möglicher Referenzpunkte bzgl. des Modells mit Fixpunkt im Nahbe-
reich
Dateiname: ModellFPendlich_RefPktLage.gxt
Ordner: Geonext/Modellanalyse
Einordnung: Abschnitt 7.2
Analyse vertikaler und horizontaler Referenzpunktverschiebung bezüglich eines
Fixpunktes im Nahbereich
Dateiname: ModellFPendlich_verschiebung.gxt
Ordner: Geonext/Modellanalyse
Einordnung: Abschnitt 7.2
Analyse des Vieth-Müller-Kreises
Dateiname: ModellFPendlich_Kreis.gxt
Ordner: Geonext/Modellanalyse
Einordnung: Abschnitt 7.2
Approximation des Vieth-Müller-Kreises
Dateiname: ModellFPendlich_KreisApprox.gxt
Ordner: Geonext/Modellanalyse
Einordnung: Abschnitt 7.2
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Approximation des Vieth-Müller-Kreises bei weit entferntem Fixpunkt
Dateiname: ModellFPendlich_KreisApproxFern.gxt
Ordner: Geonext/Modellanalyse
Einordnung: Abschnitt 7.2
Scheinbare Tiefenunterschiede zwischen Fixpunkt und Referenzpunkt
Dateiname: ScheinbareTiefeT2.gxt
Ordner: Geonext/Experimente_zum_Tiefensehen
Einordnung: Kapitel 8
Approximation des Vieth-Müller-Kreises mit einem Monitorbild zum Vergleich
Dateiname: ModellFPendlich_KreisApproxPC.gxt
Ordner: Geonext/Modellanalyse
Einordnung: Kapitel 8
Approximation für scheinbare Tiefenunterschiede
Dateiname: ScheinbareTiefeT2_approx.gxt
Ordner: Geonext/Experimente_zum_Tiefensehen
Einordnung: Kapitel 8
Approximation für scheinbare Tiefenunterschiede mit Längenangaben
Dateiname: ScheinbareTiefeT2_approx_groessenangaben.gxt
Ordner: Geonext/Experimente_zum_Tiefensehen
Einordnung: Kapitel 8
B.3 Übersicht der Maple-Worksheets
Alle Maple-Worksheets wurden mit Maple 11 entwickelt. Es folgt eine Liste der
erstellten Worksheets mit dem jeweiligen Dateinamen und einem Verweis, an welcher
Stelle in der Arbeit das Worksheet einzuordnen ist. Alle Worksheets liegen auf der
mitgelieferten CD im Ordner „Maple“. Eine detaillierte Erklärung kann in der separaten
Textdatei „Maple.pdf“, die sich ebenfalls auf der CD im Ordner „Maple“ befindet,
nachgelesen werden.
Datenfit mit zweier Norm (2-AFC)
Dateiname: DF_2AFC.mw
Einordnung: Abschnitt 3.3.2
Das Worksheet bietet die Möglichkeit, eine logistische Funktion an Versuchsdaten, die
in einem 2-AFC-Verfahren erhoben wurden, mathematisch anzupassen.
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Datenfit mit beliebiger Norm (2-AFC)
Dateiname: DF_2AFC_nNorm.mw
Einordnung: Abschnitt 3.3.2
Das Worksheet erlaubt die mathematische Anpassung einer logistischen Funktion an
Versuchsdaten, die in einem 2-AFC-Verfahren erhoben wurden, mit unterschiedlichen
Normen.
Datenfit als Blackbox (2-AFC)
Dateiname: DF_2AFC_blackbox.mw
Einordnung: Abschnitt 3.3.2
Das Worksheet erlaubt die mathematische Anpassung einer logistischen Funktion an
Versuchsdaten, die in einem 2-AFC-Verfahren erhoben wurden, mit unterschiedlichen
Normen. Die Dateneingabe erfolgt in einer Eingabedatei „daten.dat“, die im selben
Verzeichnis liegen muss, in dem sich das Worksheet befindet.
Ja/Nein-Verfahren
Dateiname: DF_JaNein.mw
Einordnung: Abschnitt 3.4 und 4.2
Das Worksheet bietet die Möglichkeit, eine logistische Funktion an Versuchsdaten,
die in einem Ja/Nein-Verfahren erhoben wurden (oder entsprechend transformiert
wurden), mathematisch anzupassen.
Linearisierung (2-AFC)
Dateiname: DF_Linearisierung.mw
Einordnung: Abschnitt 3.5
Das Worksheet transformiert zunächst Versuchsdaten, die in einem 2-AFC-Verfah-
ren erhoben wurden, derart, dass die Versuchsdaten durch eine Ausgleichsgerade
gefittet werden können. Anschließend wird die Ausgleichsgerade bestimmt (lineare
Regression).
Datenfit mit zweier Norm (8-AFC)
Dateiname: DF_8AFC.mw
Einordnung: Abschnitt 4.2
Das Worksheet bietet die Möglichkeit, eine logistische Funktion an Versuchsdaten, die
in einem 8-AFC-Verfahren erhoben wurden, mathematisch anzupassen.
Linearisierung (8-AFC)
Dateiname: DF_Linearisierung_8AFC.mw
Einordnung: Abschnitt 4.2
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Das Worksheet transformiert zunächst Versuchsdaten, die in einem 8-AFC-Verfah-
ren erhoben wurden, derart, dass die Versuchsdaten durch eine Ausgleichsgerade
gefittet werden können. Anschließend wird die Ausgleichsgerade bestimmt (lineare
Regression).
B.4 Weitere Applets und Materialien
Es wurden weitere Applets und Materialien entwickelt, die zum Verständnis bestimm-
ter Sachverhalte beitragen oder hilfreich für komplexere Berechnungen sind.
Es folgt eine Aufzählung aller zusätzlichen Applets mit einer kurzen Erläuterung und
den notwendigen Informationen bezüglich Dateiname, dem Ordner, in dem sich die
Datei auf der mitgelieferten CD befindet und der Einordnung des jeweiligen Applets
in der Arbeit. Eine detaillierte Erklärung kann in der separaten Textdatei „Weite-
re_Materialien.pdf“, die sich auf der CD im Ordner „Weitere_Materialien“ befindet,
nachgelesen werden.
Trigonometrische Funktionen
Dateiname: tangens.gxt, sin_cos.gxt
Ordner: Weitere_Materialien/Trigonometrische_Funktionen
Einordnung: Kapitel 9
Mit Hilfe von Geonext wurden drei Applets entwickelt, die zum Verständnis der
trigonometrischen Funktionen Tangens, Sinus und Cosinus beitragen.
Applet zur Berechnung von Längen und Winkeln in einem Dreieck
Dateiname: Laengen_Winkel_Berechnungen.html
Ordner: Weitere_Materialien/Berechnungen
Einordnung: Abschnitt 9.1
Um bei der Berechnung aller Längen- und Winkelangaben den Rechenaufwand mög-
lichst gering zu halten, wurde ein Java-Applet programmiert, welches diese Arbeit
übernimmt.
Applet zur Berechnung von verschiedenen Werten bezüglich der Abbildungsvor-
schriften
Dateiname: Berechnungen.html
Ordner: Weitere_Materialien/Berechnungen
Einordnung: Kapitel 9
Mit Hilfe des Applets können die Abbildungswerte für p und µ, sowie die Werte
der Umkehrabbildung von p aus Kapitel 9 durch entsprechende Eingabe berechnet
werden.
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Applet zur Berechnung, ab welcher Entfernung Fix- und Referenzpunkt zusammen-
fallen
Dateiname: y_Bestimmung.html
Ordner: Weitere_Materialien/Berechnungen
Einordnung: Abschnitt 9.3
Das Applet dient dazu, die Entfernung y, ab der kein Tiefenunterschied zwischen Refe-
renzpunkt und Fixpunkt wahrgenommen wird, für individuelle Werte zu berechnen.
Applet zur Berechnung der gerade noch wahrgenommenen Tiefe
Dateiname: Tiefenunterschied.html
Ordner: Weitere_Materialien/Berechnungen
Einordnung: Kapitel 8
Diese Applet berechnet die scheinbare Tiefe t nach Formel (8.1), die gerade noch bei
einer Entfernung von dF Zentimetern erkannt wird. Einzugeben sind der Augenabstand
a, die Schwelle b, die der kleinsten horizontalen Verschiebung zweier Punkte entspricht,
die noch eine Tiefenempfindung auslöst, und der Abstand dF zum Bildschirm.
Applet zur Berechnung der Disparitätsschwelle
Dateiname: Disparitaetsschwelle.html
Ordner: Weitere_Materialien/Berechnungen
Einordnung: Kapitel 8
Dieses Applet dient dazu, die Disparitätsschwelle zu berechnen, die sich aus dem
Stereoversuch ergibt. Der Anwender muss den Augenabstand a, den Abstand dF des
Bildschirms zum Betrachter und die Tiefe t, die er bei der Entfernung dF gerade noch
erkennt, eingeben.
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Symbolverzeichnis
In diesem Verzeichnis sind nur die »global« definierten Symbole aufgeführt.
Teil I
a Parameter der logistischen Funktion
b Wendepunkt der logistischen Funktion
d(a, b) Summe der Fehlerquadrate
d∗(a) Summe der Fehlerquadrate mit festem b
f logistische Funktion
n Anzahl der Reizintensitäten
pi Trefferwahrscheinlichkeit des erhobenen Datenpunktes i
p˜i transformierte Trefferwahrscheinlichkeit für den Datenfit mittels
der logistischen Funktion für das Ja/Nein Verfahrens
P(xvi = 1) Wahrscheinlichkeit, dass Proband v das Item i richtig löst
P(xvi = 0) Wahrscheinlichkeit, dass Proband v das Item i nicht richtig löst
xi Intensität des erhobenen Datenpunktes i
v bestimmter Probanden
zi transformierte Trefferwahrscheinlichkeit für den Datenfit mittels
einer linearen Ausgleichsgeraden
γi Diskriminationsparameter
ρ Rateparameter
σi Schwierigkeit eines Items i (Itemparameter)
ξ Ausprägung der Persönlichkeitseigenschaft (Personenfähigkeit)
ξv individuelle Ausprägung der Persönlichkeitseigenschaft (Perso-
nenparameter)
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Symbolverzeichnis
Teil II
a Augenabstand
dF Abstand des Bildschirms zum Betrachter
p Netzhautabbildung
p˜ Approximation der Netzhautabbildung
q Umkehrabbildung der Netzhautabbildung
s horizontale Verschiebung zweier Punkte
t Tiefenunterschied zwischen Referenz- und Fixpunkt
F Fixpunkt
Kl Knotenpunkt im linken Auge
Kr Knotenpunkt im rechten Auge
P Referenzpunkt
∆ f Betrag der Differenz einer Funktion f und ihrer Approximation
µ Disparitätsabbildung
µ˜ Approximation der Disparitätsabbildung
ϕl Winkel, den die Sehstrahlen von P und F im linken Auge ein-
nehmen
ϕr Winkel, den die Sehstrahlen von P und F im rechten Auge
einnehmen
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2-AFC-Verfahren, 36
8-AFC-Verfahren, 36
Abbildung, 162
Approximation, 177
des Arcustangens, 178
Augenkammer, 104
Augenlinse, 101
Bias, 61
binokulare Signale, 25
Birnbaum-Modell, 50
Brechungsgesetz, 106
Brechungsindex, 105
Disparität, 27, 119
gekreuzte, 142, 148
ungekreuzte, 142, 148
Fehlerquadratsumme, 73
Fit-Funktion, 35
notwendige Eigenschaften, 35
Fixierfeld, 117
gelber Fleck, 116
Glaskörper, 104
horizontale Disparität, siehe Disparität
Hornhaut, 101
IC-Funktion, siehe itemcharakteristische
Funktion
IRT, siehe Item-Response-Theorie
Item, 46
Item-Response-Theorie, 46
itemcharakteristische Funktion, 46
für das Ogiven-Modell, 51
deterministisch, 47
für das Birnbaum-Modell, 50
für das Rasch-Modell, 48
für das Rate-Modell von Birnbaum,
51
probabilistisch, 47
Ja/Nein-Verfahren, 36, 84
Kammerwasser, 104
klassische Testtheorie, 46
Knotenpunkt, 103
Konstantreizmethode, 34
Korrespondenzproblem, 31
Latent-Trait-Modell, 46
Linearisierung, 86
logistische Funktion, 37, 47, 51
Eigenschaften, 38
Median, 36
Mittelwertsatz, 180
monokulare Signale, 25
n-AFC, 36
n-Alternative Forced-Choice, siehe n-AFC
Netzhaut, 101
Netzhautgrube, 116
Ogiven-Modell, 51
Psychophysik, 33
querdisparates Tiefensehen, 120
Querdisparität, siehe Disparität
Random-Dot-Stereogramm, 28
Rasch-Modell, 48
Rate-Modell von Birnbaum, 50
Referenzpunkt, 113
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mögliche, 115
Reizschwelle, siehe Wahrnehmungsschwel-
le
Sammellinse, 107
dünne, 107
Scheinbare Tiefe, 28, 147
Sehgrube, siehe Netzhautgrube
Sehstrahl, 103
Stäbchen, 116
Testtheorie
Item-Response-Theorie, 46
klassische, 46
Tiefenwahrnehmung, 25
binokular, 27
monokular, 25
Trait, 46
Vieth-Müller-Kreis, 141, 147
Wahrnehmungsschwelle, 33
Winkelsekunde, 120
Zapfen, 116
Zentralstrahl, 102
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